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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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Введен1е. 

Глава I, Учен1е о движен1и (кинематика). 

§ 1. Общее пот1ят1е о ш»ложе1ПИ точки въ пространств* и его из- 

м'Ёнен1и. 
§ 2. Скорость. 

§ 3. Своростр. пе.ремЪннаго ЛЕ11жен!я. 
§ 4. Сложенш скоростей. 
§ 5. Относительная скорость. 

§ (!. Равномерно ускоренное прямолинейное дйижен1е, 
§ 7- Усворе111е перем'Ьннаго движения. 
§ 8. Равном'Ьрное двнжен1е по кругу. 
§ 9. Криволинейное дв1жен1е, съ ускорен1емъ постоянной величины 

н нензм1;ннаго направлентя. 
§ 10. ОцредЬлен1е длины пути но данныиъ скоростямъ. 
§ 11. Опред'!;лен1е движешя но даннымъ ускорен1Яйъ. 
§ 12. Кинекатика неиам-Ьнасмой системы точекъ. 
§ 18. Сложенге угловых!, скоростей. 
§ 14. УскореН1я точекъ неизм'^няемой системы. 
§ 15. ОнреД'Ьленте движен1я неизи11няеиоЙ систешы. 

Глава II. Основныя начала учен|я о сил^ (принципы динамнки). 

§ 1С). Материя, масса. 

§ 17, Первый законъ Ньютона: опред*лен|е поият1Я о сил*. 

^ 18. Второй аавонъ Ньютона: опред11лен1е величины силы. 

5} 19. Сложен1е снлъ. Материальная частица и точка. 
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§ 'Л). Тр*',тш завонъ Н|<ютона: пгточнпкъ силы. 

§ '1\. Сохранен!?- количества движения. 

§ 2%. Центръ ннерцп!, 

§ 2'6. Моментъ силъ, скоростей, уокоренК! и т. и, 

^ 24. Сохранен1е молента количества движсиЫ н,ч11 п)хранен1с кло 
щадей. 

§ ;^5. Д-Ьйствт вн'Ьшнихъ силъ на свободную консервативную си- 
стему. 

§ 26. Работа силы. 

§ 27. Общее услов1е равно1!'Ьс1я силъ, д1;11ствующ[|хъ на свободную 
или несвободную точку. 

§ 2Ь. Общее ус1ов1е равнов'Ьс1я свободной или несвободной систк-мы 
снязанныхъ между собою натер1альныхъ точекъ. 

§ 29. РавновЬс1е веревочнаго многоугольника, какъ нрии11ръ общей 
теор1и равнов11С1я. 

§ 30. Общее услов1е движек1Я систеиы. Принципъ д'Алавберэ. 

§ 151. Изм'Ьнен1я количества двнжен1я и его момента, отнесенныя къ 
единиц* времени, 

§ 32. Центростремительная и центробежная силы. 

§ 33. Кинетическая энергия. 

§ 34. Работа взаимныхъ силъ. 

§ 35. Законъ сохрапен1Я эверг1и. 

§ 36. Устойчивость и неустойчивость равнов'Ьс1а вааимныхъ силъ. 

§ 37. иревращеН1е, передача и трата энерг1и. 

§ 38. Передача энергии «ашинами. 



Глава 111. Д^йств1е силъ на твердыя т'Ьла (Динамика твердыхъ 
т^лъ). 

А) РавиовМе (статика) твердыхъ тЬпь, 

% 3!1. Равнов'Ьс1е свободнаго твердаго т^ла. 
§ 4(1. Сложение силъ, дМствующихъ на нензм'Ьняемую систему. 
§ 41. РавновЬс1е твердаго т1;ла, съ одною несвободною точкою, 
§ 42. Равнов'Ес1е твердаго т*ла, съ двумя и бол'Ье несвободными 
точками. 
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) 43. Распре ц'Ь л еьме давлен1й на плоокостахъ опоры. 
) 44. Ус11Л1я разлпчныхъ частей тв(^рда1'о т'Ьла отпосптельно другъ 
другу. 

3) Дви>}<еи1е твердаго тЬла подъ дЬйств'шмъ припо^еииыхь еипъ 
(кинетика твердаго тЬпа). 

) 45. Количество движен!», его моментъ, и кинетическая энерг1л 

свободной не из и 'Ьн немой системы. 

1 4(). Главиыя свойства момевтовъ ннерц!!!. 

I 47. НевзмЪнневое двпжен1е свободнаго твердаго т'Ьла. 

( 48. йзм'Ьнеп1е двйжеН1Я свободнаго твердаго тЬла, 

[ 49. Общ1я уравнен1я движен!!! свободнаго твердаго тЬла. 

I 50. Движен1е несвободнаго твердаго тЪла. 

■ 51, Ударъ свободныхъ абсолютно твердыхъ т^лъ. 
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ВВЕДЕШЕ. 



Физика занимается такими лв1ен1ямя неоргаиическаго м1ра, ко- 
торын вполне или отчасти могутъ представляться, какъ совокупность 
изв'Ьстяаго рода движенШ. Какъ все то, къ чему мы относимъ на- 
зваше тЪла (матерп!), можетъ быть представлено нами не иначе, 
какъ занииающнмъ некоторое пространство, такъ точно явле- 
ния Бъ сущности не могутъ быть иначе мыслимы, какъ въ соотно- 
шен1И къ пространству, времени и матер! и, т. е. должны 
представляться, какъ движения матер! и. Всякое явлен1е мы счи- 
таемъ для себя понятныиъ и объясненныиъ, если уиЪемъ мысленно 
разгляд'Ьть въ немъ опред'Ьленное движен1е. Пзучен1е явлен1Й есть 
объяснение нхъ съ помощ1Ю другихъ, болЬе простыхъ, изъ которыхъ 
лростЪЙшниъ представляется наиъ движеи1е. Поэтому основою всЬхъ 
физическихъ изсл*дован1Й является разыскан1е законовъ того или 
другаго движея1я, пли действительно непосредственно наблюдаемаго, 
или на оепован1и наблюденШ опять тави нЪкоторыхъ движен1й нами 
представляемаго. Понятно следовательно, что Мех^аника, наука объ 
общихъ законахъ йввжен1Я матср^алышхъ системъ, должна быть тЪсно 
связана съ Физикою, и положен1я первой науки должны служить 
исходною точкою для заключений второй. Однако, хотя предметъ из- 
сл11дован1я обЪихъ упомянутыхъ наукъ и есть повидммоиу одинъ и 
тотъ-же~двий!ен1е, об* опЬ т'Емъ не иен'Ье никакъ не представля- 
ются тождественными, но въ своемъ развит1и и въ своихъ копеч- 
ныхъ ц^ляхт. существенно другъ отъ друга отличаются. Механика 
изсл^дуетъ' воображаемое дв(!жеи1е, при любыхъ предполагаеиыхъ 
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услов1яхъ, которыя Бъ д1Бпс'тв!1тельност!! могутъ II не наолюдаться. 
ЦЪль Механики установить ооице способы 11зу4сН1Я двнжеиШ, въ ка- 
кой-бы формЬ и при какпхъ-бы услов1яхъ эти поглЬдн1я ни нмЪли 
мЪето. Поэтому Механика есть наука по пренмуществу формальная, 
строющая своп выводы, какъ Математика, па пеГ)ольшомъ числ-Ь осиов- 
ныхъ 011редЪле)11П. Фпзпка изслЁдуетъ усл1)В1н наблюдаемыхъ суще- 
ствующихъ или предполагаемыхъ существующими ДБижен1й, и уже 
разыскавши упомянутыя услов1я, дЪлаетъ свои заключен1я, основы- 
ваясь на способахъ Иехаппки. Такнмъ образомъ въ основани! выво- 
довъ Физики лежитъ опытъ и иаидн1ден1е; исходная точка Механики 
суть опред'Ьлен1я, НЬкоторымн своими областями однако Физика к 
Механика сливаются въ одну дисциплину. Это инЪетъ м'Ьсто именно 
тамъ, гд-Ь результаты наблюден|й достигаются несложнымъ иутемъ, и 
приводятъ къ одному или нЪсколькимъ простыкъ опред'Ьлен1ЯМЪ. Въ 
такомъ случае ннтересъ физика сосредоточивается не на разыскании са- 
мыхъ УСЛ0В1Й, но на механическихъ нзъ нихъ выводахъ. Такъ напримЬръ, 
путеяъ простыхъ наблюденш мы приходимъ къ заключен1ю, что твер- 
дый тЪла иогутъ шть разсматриваемы въ большинствЪ случаепъ, 
какъ неизм'Ьняемыя системы по отношешю къ внЬшнимъ сплаяъ на нихъ 
д'Ьйетвующимъ, и зат1;мъ, пользуясь выводами Механики, относящи- 
мися къ не и зм'Ьня елышъ системамъ, заключаемъ о зэконахъ 
равнов'Ьс1я и движеи1я этихъ т*лъ нодъ д'Ыств1емъ силъ. Но строго го- 
воря, и въ этомъ примЬр'Ь есть нЬкоторая разница между заключе- 
шями Механики и Физики; выводы первой относительно непзм'Ьняемол 
системы абсолютно справедливы, ибо основаны на данномъ оиредЬ- 
лен1и свойствъ системы; выводы второй относительно тверднхъ тЬлъ 
лишь но стольку Е^рны, по скольку твердое т1Бло можно разсматри- 
вать, какъ неиз:и1;няемую систему. 

Что касается до основкыхъ началъ и теоремъ, относящихся къ зэ- 
кокамъ движен1я, то они им-Ьютъ такую-же важность для Физики, 
какъ и для Механики, и при инло)вен1и осиован1й Физики должны быть 
разсмотр'Ьны иа первомъ М'ЬстЁ. 

Изучешемъ дв11жен1я, какъ перемены иоложен1я въ пространств-Ь 
нензмЪнныхъ или мЪняющихъ свою форму геометрическихъ комилек- 
совъ, занимается Кинематика, нредяетъ которой следовательно 
составляетъ изсл-Ьдован1е соотиошен1Й только между простран- 
ствоиъ и вреыенемъ, безъ отношенья къ матер1и движущагося 
тЬла, 
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Понят1е о двпжен!» материи влечетъ за собою представлеше 
о енлахъ, дМствушщпхъ на ыатер1ю и оЗусловливающихъ ея движе- 
1пе. Д-Ьйств1е сплъ на матер1Ю изучаетъ Динамика, въ составъ ко- 
торой входятъ: Статика, разсматривающая Д'ЬП(;тв1е сплъ при усло- 
в1яхъ равнов'Ьс1я, и Кинетика, нзушющая В11ян1е снлъ на 
движеше. 

15ъ силу вышескауаннаго 11зу'!ен1е каждаго физнческэго явлен1Я, 
Бакъ двпжен1я, разбивается на '1асти кинематпчеекую и дпнамическут. 
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ГЛАВА I. 
УЧЕН1Е О ДБИЖЕН1И (КИНЕМАТИКА). 



§ 1. Общее понятге о положена точки въ пространств'^ и его 
изм^нен1и. 

Самое простое иаъ наблюдаем ыхъ наип явлен1й есть дв1шен1е. 
Подъ двнжен1емъ мы разуигемъ пз)[Г.нен1е п'оложен1я двнжущагося 
предлшта со врсменемъ. Движущимся лы можевъ представлять с'еб'Ь 
все, что можетъ илЪть определенное положенье въ пространств!. По- 
этому ]10нат1е о двпжен!!! приложило не только къ матерьальнымъ 
тЬламъ, но и къ геометричесвпмъ м1;етанъ, занпмаемыиъ этими Т'Ь- 
лаип. Мы можемъ говорить не только о двпжсн!и фпзическаго тЪла, 
но и движении геометрическаго т'Ьла, о движен1и иоверхноети, ли- 
ши, точки. 

Мы будеиъ сперва разсматривать движете точки, какъ самое 
простое и заключающееся необходимо во всякомъ другомъ двнжеши. 
Чтобы перейти отъ движенья точки къ дБижен1ю другихъ геоветри- 
ческихъ комплексовъ, мы должны разсмотр^ть или движенье всЬхъ 
точевъ, составляющпхъ упомянутый комплексъ, или неремЬщеюе только 
*го нЪкоторыхъ точекъ. Во всякомъ случаЪ изуче111е всякаго движе- 
нья сведется къ изученш движсшн отдЬлышхъ точекъ. 

ДвижеН1е точки намъ вполиЬ известно, когда мы знаемъ форму 
пути, который она онисываетъ при своеиъ перем^щеньи, н ту длину, ко- 
торую движущаяся точка ироходитъ по этому пути въ любой проме- 
жутокъ времени, при чеиъ длина считается отъ даннаго извЪстнаго 
пуьькта на пути точки. Путь точки при ея перем'Ьщеньн называется тра- 
эктор^ею точки. Другими словами можно также сказать, что камъ 
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тогда известно движен!!! то'1К1!, когда мы ашжемъ опре 111.1 П'гь ся ло- 
ложен1е въ пространств'Ь для каждаго ломента времени. 

Способъ опред'Ьлен1Я положенья точки въ пространстве 
вытекаетъ изъ самаго покят1я о геометрической точк-ь. Первообразное 
геометрическое представлен1е есть представлен1е о геометрическомъ 
Т'ЬлЪ, т. е. о пространств'Ь занимаемолъ подлежащпап наблюден1ю фи- 
зическими тЪламп. Границы, раздЪляющ1Я геометрическ1я тЕла, мы на- 
зываемъ поверхностями; границу поверхностей плп мЪста ихъ взаид- 
наго пересВчен!}! — лии1яяи. Подъ точкою мы подразум'Ьваемъ мЬсто пе- 
ресЪчен1я двухъ какихъ либо лин1й, или лвн1п и поверхности, или трехъ 
поверхностеё.Такииъ образонъ представлеше о поюжени! точки во вся- 
комъ случа!; вытекаетъ изъ представле!!1я о нъиоторыхъ пересЕкающих- 
ся поверхиостяхъ, число которыхъ должно быть 110 крайней мЕрЬ три. 



Лримгьчате. Вышеупомянутое опред'Елен1е положен1я движущейся 
точки данною ея траэктор1ею и длиною пройденнаго пути сводится 
точно также къ опрвд-Ьлен1Ю съ понош1Ш пересБкающихся данныхъ 
поверхностей. Действительно, траэкторк (вообще некоторая кривая 
лин1а) определяется пересечен1емъ двухъ данныхъ поверхностей. 
Что-же касается до длины, отмериваемой вдоль по траэктор1и для 
нахождетя на ней 11оложен1я движущейся точки въ данный моментъ 
времени, то это отмеривап1е можетъ быть произведено непосред- 
ственно только въ случае прямой лин1и. Отложнть-же данную длину 
вдоль по кривой лпн1п (напр. по кругу) мы не можеыъ съ помощ1в> 
непосредственнаго совмещен!)! прямой, представляющей данную еди- 
ницу длины, и измеряемой кривой. Мы должны при этомъ вычи- 
слить, между какими двумн точками кривая будетъ иметь данную 
длину; эти точки определятся, какъ иересечен1я данной кривой съ 
какими нибудь поверхностями. 

Въ большинстве случаевъ представляется наиболее удобнымъ 
определять точку, какъ пересечение трехъ плоскостей, проведенныхъ 
на известныхъ разстоян1ЯХЪ отъ трехъ заранее данныхъ и опреде- 
ленныхъ плоскостей, и параллельно этимъ последнимъ. Упоияпутыя 
данпыя плоскости, относительно которыхъ определяется положение 
какой нибудь точки, называются плоскостями координат ъ, и 
притомъ — прямоугольныхъ, когда плоскости взаимно перпен- 
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ркулярны, н^к о с о у г о I ьн ы X ъ, когда плоскости пересЪкаютъ 
пругъ друга подъ косыми углами. На рнсункЪ мы вилииъ плоскости 
ХУ2 косоугольиыхъ и Х'У2' иряиоугольныхъ ноординатъ, пере- 
С'Ьнающ1ЯСЯ другъ съ другомъ по 
лин1яиъ ОХ, от, 02, 0Х\ 
0У\ 02\ который называются 
косоугольными или пря- 
моугольными осями к о о р- 
д II н а т ъ. Точка перес11'!ен1я осей 
координатъ О называется нача- 
Рио. 1. л о и ъ к о о р д и и а т ъ ''). 

На оси ОХ отложимъ длину Ох = а (рис. %) и проведеиъ че- 
резъ точку X плоскость, параллельную плоскости Т02\ па оси ОУ 
отложимъ длину Оу^^Ь и проведенъ черезъ точку у плоскость, па- 
раллельную плоскости 20Х\, точно также на разстодн1и Ог = с по осп 
02 проведемъ плоскость, нараллельную плоскости ХОУ. Иерес'Ьче- 
ше упонянутыхъ трехъ пдоскосте!*, данныхъ трема разстоян1яип 
й, Ъ, с, гщредЪлпгь положен1е н-ЕкотороН точки А, которая можетъ 
быть разсматриваема , какъ вершина угла параллелепипеда (косо- 
угольнаго или прямоугольнаго), ре(|ра котораго суть а, Ь, с. Эти 
длины, опредЪлиющ1я вполп-Ь положенье точки А 
относительно трехъ данныхъ плоскостей, назы- 
ваются координатами точки Л и обознача- 
\^ ются вообще буквами х, у, г, соотв-Ьтствеено 
тТ1Мъ осямъ, по воторымъ онЪ откладываются. 
Сиособъ опредТ|Лен1Я положения точки съ поио- 
Ш1Ю координатъ вытекаетъ неносредственпо изь 
нашего 11редставлен1а о геометрической точк'Ь. 
Чтобы представить себЬ точку мы должны во- 
образить т'Ё части какой либо лип1и, которыя она другъ отъ друга 
отдЪляетъ; но самая лип1я можетъ камъ представляться не 1И!аче, 
какъ границей между некоторыми поверхностями, который въ свою 
очередь должны ограничивать какое нибудь тЬло. Следовательно точка 
является намъ, какъ аттрибутъ, связанный съ первообразнымъ пред- 
ставлеН1емъ о геометрическомъ ткчЪ. Чтобы указать на точку, мы 




Рис. 2. 



") На рисунк* 1 ЛИН1П ОХ и 
1 рисунка, ЛНН1И ОУ я ОУ выходнтт. 
къ этой последней пернендику.шрна. 



ОХ' и ОН' лежатъ въ I 
рисунка, и крои* 1 
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должны лрежде всего указать на некоторое тЪло, съ олрезйлсиною 
пограничною поверхност11о; за тЪмъ — на части этой поверхности; на- 
конецъ — на части граннцъ между поверхностями, т. е. части лин1и, 
которым и 0ТД1БЛЯЮТСЯ другъ отъ друга точкою. Употребляя коорди- 
наты тЬмъ способомъ, какъ было указано выше, мы для опредЪле!11Я 
точки представляемъ себ'Ь некоторое тЪло въ видЪ параллелепипеда, 
одна изъ вершипъ угловъ котораго указывает!, нанъ на определен- 
ную геометрическую точку, изменяя мысленно размеры параллелепи- 
педа, мы попадаеыъ упомянутою вершиною въ различный ы'Ьста про- 
странства и указываемъ на раалпчныя точки. 11 такъ, обозначение 
х = а представляетъ, что вдоль по оси ОХ (пли оси х — осъ) 
должна быть отложена длина а и проведена плоскость, параллельная 
Т02., точно также у=1/ относится къ длин'Е, откладываемой но оси 
ОУ а въ плоскости, параллельной 20Х, н т. д. Три уравнен1я 

опред'Ьляютъ точку. 
Одно уравнен1е 



какъ мы вид1лп, соотв^тствуеть плоскости, параллельной 1'02. Дей- 
ствительно, оно опред-Ьляетъ всь точки, который отсгоятъ по осп 
X — овъ на длину а отъ плоскости Т02: а так1я точки принадле- 
жатъ плоскости. 
Два уравнсп!!! 

опредТ.дяк1Тъ точки, ирипадлежащ1я двулъ плоскостямъ, 
одной ,т ^ а II другой у ^1, 

сл-Ьдоватсльно представляютъ лп- 
П1ШпересЪче111Ядвухъ плоскостей 
11араллел11ныхъ УОХ и Х02^. 
Наконецъ три уравнен1я 
0пред11лятъ точку принадлежащую 
■хтремъ плоекостямъ, т. е. един- 
ственно точку ихъ пересЪчен1а. 
Такимъ образомъ различный 
величины координатъ ж, у, г 
оиред'Ьляютъ различный точки, 
лежащ1я въ трегранномъ угле 
ХТ2 (рис. 3). Точки, лежащ1я 
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въ осталышхъ смежныхъ'еъ первыиъ трегранныхъ углахъ, сходя- 
щихсн въ вершииЪ О, опред'Ьллютоя длинами, складываемыми вдоль 
по лин1ямъ ОХ. ОУ, 02 въ иротивопоюжныя стороны и считающи- 
мися тогда отрицательными. Такъ напримЪръ, точка Л' определяется 
координатами 



-координатами 



точка Л^'' 



, у^Ь, г^ — с , 
у = — Ь, г = — с, 



Если координаты точки остаются одн-Ь и т^же для всякаго времени, 
то мы заключаемъ, что точка остается въ поко* относительно дан- 
ныхъ плоскостей коордннатъ. Если обратное ия'Ьетъ мЪсто, то вы 
заключаемъ, что точка изи'Ьияетъ свое положен1е относительно пло- 
скостей коордннатъ, т. е. движется. Если мы буденъ знать коор- 
динаты точки для каждаго момента времени, то будемъ им^ть воз- 
можность во всякое время найти положен1е точки въ пространстве, 
т. е. будемх знать движен1е точки. 

УмЬть определить координаты движущейся точки для всякаго 
времени зпачптъ ум11ть выразить формулою зависимость между дли- 
ною координаты к врелеиемъ или, какъ выражаютъ короче, предста- 
вить координату, какъ функц1ш вреисии. Наиримеръ, уравнения 

выражаютъ, что во все время движек1я координаты точки, отсчиты- 
ваемыя по оеямъ ж— овъ и у — овъ, суть нуля, т. е, что точка дви- 
жется вдоль по оси г'— овъ, и при томъ такъ, что длины ею про- 
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хояииыя, пропорщональны временамь. Вре^111 оЗыкносеппо спггасгея 
отъ начала движения. Въ приведенноиъ лр11л11р11 видно, что ирн на- 
чал* движен1(1, т. е. при I = О, точка находи.шсь въ самолъ начал-Ь 
коордннэтъ. Точно также уравнен1я 

нокакынажиъ, что точка движется нзъ начала |;оордннатъ по оси 
г — овъ такъ, что нроходняое ею пространства ростетъ ир011орц10нал11- 
но вубамъ временъ. 
Уравпен1я 



х = Ы . 



Л = с1 , 



г=--0 



показываютъ. что во все время дкпжетя точка не выходнтъ изч. пло- 
скости ХУ, II что 05*6 координаты ея въ этой плоскости воараста- 
ютъ пропорщонально вреяенп. Предположныъ, что плоскость рисунка 
(рнс. 4) совпадаетъ съ плоскост1н| XV. Выбирая рядъ моментопъ 
времени ^,, ^а, ?д, мы можемъ опредЪлить 
[ об! координаты для каждаго изъ этпхъ ыо- 
нентовъ; называя зтп координаты, соответ- 
ственно первому, второму и т. д. момен- 
тамъ, черезъ у^, а;^, .т^, т/^, и т. д., мы 
будемъ иы'Бть на основан!п предыдущих'], 
уравнений разсматриваемаго двпжен1я: 




Л =^-- с1^ , 



^с^. 



тЫ.. 



Выбирая достаточно много такихъ ыоментовъ временп, въ достаточно 
ыалыхъ промежуткахъ другъ отъ друга, мы получииъ цЪлый рядъ 
положений движущейея точки, 1, 2, 3 их. д., соединяя которыа не- 
прерывною лин1ею, получлмъ траэктор1Ю точки, т. е, ея путь. Въ 
даниомъ ирннгрь путь точки характеризуется тЕмъ, что 

^1 ~ г/, ^ г/з ' 

какъ это видно изъ предыдущихъ уравнен1й. Такая нропорц!ональ- 
ность возможна только тогда, когда путь 1, 2, 3 представляетъ пря- 

ИуЮ ЛНН1Ю. 

Точно также легко обнаружить, что уравне1ия 
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преде та в ли ютъ дБ11же1Йе по пряной лнн!!!, проходящей черезъ начало ко- 
ордипатъ и не совпадающей ни съ одною изъ плоскостей коордннатъ. 
Вообще, когда мы, произведя надъ одною величиною р конеч- 
ное или безконечное число д-ЬЙств!!! (какъ-то: сложение, умножен1е, 
Е0зведен1е въ степень и т. д.), получаемъ другую величину д, то со- 
кращенно обозначаемъ подобную зависимость между двумя величинами 
2) \\ ^ такпмъ образомъ; 

В говорим!.. ЧТО ^ есть функ1ия отъ |), т. е. что вообще ^ зави- 
сит'ь отъ р: если мы будемъ менять величины р, то всл'Ьдств1е это- 
го изнЪнится и величина (^. Такг, площадь круга есть функщя его 
рад1уса; объенъ прякоугольной призмы есть фупкц1Я ея длины, ши- 
рины и высоты, и т. п. Различнымъ рядамъ д'ЬЙств1й надъ величинами 
соотвЪтствуютъ различный »бозначеН1Я ДЛ'Я фуикц1й: /^ , ^ , Р, Р\ 
9; '^ и т. п. Такъ, о5означен1я 

и=^ГЛР)^ ^-А-(з). ^^=^(Лг. Ю 
показываютъ, что гг зависитъ отъ ^, у — отъ ^, ги — отъ *■ и з, но 
что вс'Ь эти зависиности различный. 

Положен1е, что двия;ен1е точки мы считаемъ извЪстнымъ, когда 
моженъ опред'Ьлить ея м-Ьсто въ пространств* для каждаго момента вре- 
мени, можно па осповаи1и вышеизложепнаго выразить сокращенно 
тавимъ образоиъ: движен1е точки дается уравнен1ями 

^-Л(0. г/ = А(0. ^=Ш)- (1) 

Аналитическая Геометр1я учлтъ насъ, какъ по виду этихъ уравнен1Й 
заключать о формЪ пути, яроходнмаго движущеюся точкою. 

Примгьчанге. Форма пути определяется такимъ образомъ. Изъ 
одного какого нибудь изъ трехъ ура11нен1й движен1я опред'Ьлимъ I, 
т. е. рЬшинъ, положимъ, уравиен1е 

относительно I, какъ нензв'Ьстнаго. Получвмъ вообще: 

Опред'Ьленное такиыъ ойразойъ Ь подставинъ въ каждое изъ двухъ 
оетадьныхъ уравнеН1й двиа:еа1я. Получимъ вообще: 
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т. е. опред11лимъ координаты точип х п у еъ залнгимостп отъ ко- 
ординаты г^, нгключпвъ вреии. Разсмотрннъ текерь геометрнадское 
з1И1чен1е этихъ двухъ 5рэвнен1Й. Если мы 
Бъ этихъ уравнен1яхъ будеиъ полагать г 
равнымъ последовательно ряду совершен- 
но пронзвольиыхъ, но опред'Ьленныхъ вв- 
. дпчннъ г^, г^, г^, г^ и т. д., то 
соотв'Ьп'тв^няо можемъ вычислить ряды 
>' величинъ {уже не пропзвольныхъ) для 

'"^^ ■^" X 11 г/: 

а;'! , х.^, Жд , [гдЬ х-^--- Р^{г^) , п т, д.). 
?!■ Уг^ Рз, С''Д'Ь *'! = -^2 (^1) . ит. д). 

Тйкпмъ образомъ нолучкмъ (рпс. 5) рядъ точекъ въ плоскости Х2, 
координаты которыхъ будутъ г^ и х^, г^ н х^ , и т. д., и рядъ то- 
чекъ въ плоекостп Т2, координаты которыхъ будутъ г^ и 7/^, 2^ и Уа 
и т. д. Если число выбранпых'ь н^юнзвольныхъ значен1П гг достаточ- 
но велико (а оно можетъ быть какъ угодно «елико), то мы нолу- 
чимъ въ той и другой плоскости непрерывный рядъ точекъ, которыя 
образуютъ тамъ я сяяъ ц1;которы,ч кривыя шш\. 
Такимъ образозгь ложно сказать, что уравнения 

каждое отд11льно для своей нлоскостп координатъ, представдлютъ 
нЪкоторыя кривыя ЛИН1Й, Разснатривая точки, определяемый только 
однпмъ уравнешенъ ж=^', (г^), только въ плоскости -Х2, ыы гЬиъ 
самымъ даемъ коордннатЬ у определенное значен1е; именно, выбираемъ 
у = 0; между т'Ьяъ какъ уравнение а: = ^'1(г'} показываетъ, что, для 
какой нибудь произвольно выбранной величины г, величина коорди- 
наты X не можетъ быть произвольною, но должна быть вычислена 
изъ даннаго уравнеН1Я; величина-ше координаты 1/ можетъ быт^. ка- 
кая угодно. Но давать координат* у как1я угодно значешя значить 
разсматривать точки, лежащая въ какихъ угодно илоскостяхъ, парал- 
лельныхъ плоскости Х2. Следовательно, если мы проведемъ какую 
угоди& плоскость, параллельную плоскости Х2, и въ ней вообразвмъ 
такую-же кривую лин5ю, какая была нами определена прежде въ пло- 
скости Х2, то координаты каждой точки этой кривой очевидно удо- 
влетворнтъ тоже уравиешю ж = Р^ (г). Такимъ образомъ мы можемъ 
сказать, что вообще въ пространстве уравнен1е х ^^Р^ („') предста- 
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Бляетъ цилиндрическую поверхность (т. е. удовлетворяется коорди- 
натами точекъ цилинд-рической поверхности), которая образуется движе- 
Н1емъ параллельно оси у — овъ нЬкоторой лин111 (кривой ми пря- 
мой), представляемой уравнен1емъ х г= Ъ\ {г) для любой изъ плоско- 
стей параллельныхъ плоскости Л.Х. Точно также отдельно взятое 
уравнен1е у = ^^(г) вообще представляетъ цилиндрачес!сую поверх- 
ность,' которой образующая параллельна оси х — овъ, а директриса 
определяется уравнен1емъ »^ = ^^^(г), въ любой изъ плоскостей па- 
раллельныхъ плоскости У^С. Теперь понятно, что точки, координаты 
которыхъ определяются заразъ обоими уравнеп1яии 

будутъ принадлежать и той и другой цилиндрической поверхности, 
т. е. ЛИН1И пересечен1я обоихъ выше упомянутыхъ цплиндровъ. Эта 
Л11К1Й, определяемая двумя уравнениями между тремя координатами, 
и будетъ очевидно траэктор1еп движущейся точки, ибо координаты 
X, у, г, определяющ1Я ноложен1е движущейся точки, въ тоже самое 
время принадлежатъ точкамъ упомянутой кривой. 

Если найдены два уравнен1я кривой, то кривая вполнЬ опреде- 
лена, ибо мы можемъ ее построить точка за точкою, давая коорди- 
нате 3 рядъ пропзвольныкъ значений н вычисляя потомъ по даннымъ 
двумъ уравнеюямъ соответствующ1я координаты х н у. 

Пусть напримеръ будутъ даны так1Я уравнен1я движен1я: 

тогда уравнен)я траэктор1и будутъ 

а Ь 

Кахдое пзъ этихъ уравнен1й, въ своей соотв'Бтствующей плоскости, 
представляетъ прямую лпН1ю, ибо координаты точекъ, принадлежа- 
щихъ линш, находятся, какъ показываютъ уравиен1я, въ востоянномъ 
отнои1еН1И другъ къ другу. Въ пространстве оба уравнен1я, каждое от- 
дельно., представятъ поверхности, следы которыхъ на плоскости Х2 или 
1[2. суть прямыя ЛНН1И. Первая поверхность образуется движсн1емъ по 
пряной ЛИП1Н ж = -з! другой прямой параллельной оси ^^въ, и есть 
следовательно плоскость; вторая поверхность есть тоже плоскость; 
пересечеН1е ихъ, т. е. траэктор1Я точки, есть прямая лин1я, которая 
проходить черезъ начало координатъ, ибо ея уравпен1я удовлетво- 
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ряются тождественно коорд1!натам11 начала, т. е. в(^л11411нэии х=0, 
у ^=0, г^ = 0. Предположл«ъ, что оси коордпнатъ прлмоугояьныя, и 
оиредЪлимъ длину пути, проходимую точкою въ разныя вреиена по 
ея т1)аэвтор1н. Пусть (рие. С) Оз будетъ прямолпнепкый путь точен, 
5— ея положение на пути для нолента вре- 
мени /, X, ;/, г — ея координаты въ этоыъ 
поло;кс!11п! Тогда очевидно 

Ок* = ж' -4- 7/^ ч- г'^ , 
II пзъ урУЕнен1п Д1!11жеп!я: 

Р1;с. 6. откуда 

Ов —■ 1" ]/((^ + Ь'^'-^- с' , 
т. е. длпна пути пропори (опальна п — ной стспепп времени. 




УраЕНен1я (1), определяющая йВ11жен1е точки относительно дан- 
ныхъ плоскостей коордпнатъ, будучи разсиатрпваемы каждое отдель- 
но, представляютъ дв11жен1е трехъ точекъ по соотвЬтетвенныиъ 01^Я)1Ъ 
коордпнатъ. действительно одно уравнен1е 

показынаетъ, что некоторая точка движется по осп ж— въ, при чемъ 
длина пути, проходи51аго этою точкою по ея прялоликейной траэктор1п, 
выражается въ зависимости отъ вре-ненп функи1ею /'!(/). Точно также 
одно уравнен1е у = /'.^(1) вырашаетъ движен1е другой точк» по оси 
у — въ. Подобное же скажемъ относительно третьяго ураЕнеп1а г'=/'з((). 
Эти три точки называются проложеН1яып движущейся точки 
ва оси координатъ. Пзъ нредъидущаго очевидно, что еслп мы знаеиъ 
движение по осяиъ коордпнатъ проложен1й на ннхъ движущейся точки, 
то следовательно знаемъ двпжен1е самой точки. Двпжен1е проложен1я 
точки по соответствующей оси называется короче просто дсиже- 
н1емъ точки относительно или по соответствующей осп коор- 
динатъ. 

Следовательно мы яожемъ сказать, что двпжеП1е точки 
на«ъ известно, когда мы знаеиъ еадниженте потреиъ 
к а к и м ъ и и б у д ь и р я м ы м ъ л и н 1 я м ъ , не л е ж а щ и м ъ в ъ 
одной плоскости н не п а р а л л е л ь и ы м ъ д р у г ч. другу 
(который и будутъ осями координатъ). 
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Такинъ образолъ, всякое дп11;кен1е точки мы можемъ 
представить с (! б Г. р а з л о ж е н н ы л ъ на три и р я м о л и и е й- 
ныя дв11жен1я. Возлошность такого разложсчпя вытекаетъ оче- 
видно изъ нашего способа представлять себ'Ь положен1е точкп и ея 
дв11жен1е. Каждое изъ вышеуномянутыхъ трехъ пряиолинейныхъ дви- 
яен1Й ыодетъ быть разложено въ свою очередь опять на три и т. д. 



% % Скорость. 

Самый простой случай двг1жен1Я точки, какой только мы можемъ 
ссо'Ь представить, будетъ тогда, когда точка движется но праиой 
лик1и, проходя въ равные и произвольно выбранные про- 
межутки времени о д и и а к о в ы я длины пути. Такого роца 
двнжсН1е называется прямолпнейнымъ равно ыЪрнымъ. 

Если точка движется по кривой лин1и, но проходя одинаковыя 
пространства въ равныя и произвольной величины промежутки вре- 
мени, то движен1е называется криволпнепнымъ равном11р- 
нымъ. 

М въ томъ, и въ другомъ случа-Ь, на оборотъ, равные и произ- 
вольно выбранные промежутки пути будутъ проходиться очевидно въ 
равиыя времена. 

Е с л 1[ точка движется прямолинейно и р а в и о и 11 р 
но, то ея проложен! я, косоугольный или прям о уголь- 
ныя, на какой угодно прямой движутся тоже равно- 
и'Ьрно. Д'Ьйствптельно, пусть точка дви- 
жется по ЛВ (рис. 7) н въ равныя вре- 
мена проходитъ равные промежутки пути 
Ла, аЬ, Ьс к т. д. Если лии1я аа) опред'Ь- 
ляетъ ея проложен1е на лин1ю АВ' въ но- 
о/ е' с' а' " ложен111 Я, то ЛПИ1И ЬУ ос' и т. д., парал- 
^"''■'' лельныя первой, опредЪлятъ проложен1я 

движущейся точки на лпн1ю Л'В' въ положен[яхъ Ь, с и т. д. Такъ какъ 
отрЪзкя а'Ь\ Ь'с\ с'Л' и т, д. 1) равны между собою, 2) могутъ быть 
выбраны произвольной величины и 3) проходятся въ равныя времена, 
то двпжен1е но Л'В' есть равном-Ьрное. 

Цзъ вышесказаннаго сл'Ьдуетъ на оборотъ, что если точка 
движется равнон-Ьрно по треиъ лингамъ не лежащимъ 
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Б ъ о д II 011 ПЛОСКОСТИ, ТО д В И Ж О И 1 е е я в ъ пространстве 
есть пря лолинейное и равномерное, ибо (§1) тремя яви- 
жеН1Яии по такимъ Л11н1ямъ ДБИжен|е точки вполне определяете и. 

Пространство, проходимое точкою равном'!". рно 
въ единицу времени, называется скоро1;т1Ю. 

Если следовательно мы обозначпмъ черезъ я длину пути, прой- 
деннаго точкою равномерно, черезъ ^ — время, въ продолжен!» кото- 
раго эта длина пройдена, и черезъ у— скорость, то па основагпи 
вышеприведеннаго опре1елен1я 

-Ь .., 

откуда па оборотъ, если известны г^ п ^ пли V и 8, то 

8 ^ V^ а ^ = - . ['д) 

Мы видимъ, что число, представляющее величину скоростп, по- 
лучается отъ делен1л числа напменован1я длины на число наимено- 
ван1я времени. Въ результате получается число новаго наи)1енован1Я, 
отлнчнаго отъ длины и времени. Единица этого новаго наикенован1Я 
не ииеетъ спец1альнаго пазван1я. Но такъ какъ очевидно у = 1, 
когда 8=еднп. длины, и ^=едпн. времени, то для ооозначен1я еди- 
ницы скорости мы може.мъ усвоить такой способъ: 

ед. длины 

ед. скорости =^ — . (4) 

' ед. времени ' ^ 

За единицу длины принимается обыкновенно ц ен ти ле тръ, 

т. е. сотая часть метра, который въ свою очередь представляетъ 

разстоя1пе между концами платиновой линейки (при температуре таю- 

щаго льда), сделанной въ 1795 г. французскимъ механикомъ Борда 

(Вог<1а) и хранящейся въ Париже. Въ свое время метръ долженъ 

/ 1 \ 
оылъ представлять одну десятимиллшпную ■,-^-,^, часть четверти зем- 

наго мерид1ана, согласно геодезическимъ измерен^ялъ Деламбра (Ре- 
1атЬге). Познейш1Я, более точныя геодезическ1н измерения показали, 
что нетръ, сохраняемый въ Париже, несколько меньше приписывае- 
мой ему величины; а именно, средняя длина четверти земнаго мервд1ана 
представляется не въ 10'' метровъ, а въ 

10007400 метровъ '). 

*) Егегеи, и!11(р апа РЬу^'са! СопаипЬЕ. § ТО. 
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Такниъ образояъ, основан1е111Ъ метрической системы м'Ьръ служить 
не размерь земли, а длина 1инеЙкп, сд'Ьланпой Борда. 

За единицу времени принимается секунда средняго времени, 
1 
т. е. 24 X 60 X 60 '•^'^'''^ средпихъ сутокъ, причемъ подъ средними 

сутвэии подразумевается средняя годичная величина промежутка вре- 
мени между двумя послЪдовательныни прохоэ:ден1ями солнца черезъ 
111ерид1анъ. 

На основании вышеприведеннаго опред4лен1Я едпштъ времени 
я длины, и па основании (4), мы 5удеиъ имЪть: 

Црнт. 

единиц, скорости = . ( о ) 

' секунд. ^ ' 

СлЬдовательно, если V будетъ численная величина скорости, то еол- 
нее ея о6означен1е будетъ г' ^сенГ^ ■ 

Графически скорость представляется прякою лиН1ею по величине 

д и по нэправлрнш. Направлен1е пряной АВ (рис. 8) 

.-^ совпадаетъ съ паправлен[емъ скорости, и длина ея 

л^,^ заключаетъ въ себ* столько единнцъ длины, т. е. 

Ряс. &, центпметровъ, сколько изображаемая ею скорость 

содержитъ единицъ скоростей, т. е. -тт^- Точка А, отъ которой 
откладывается данная скорость ЛД называется точкою прнло- 
жен1Я данной^ скорости. Смысль такого графическаго пред- 
ставленья состоитъ въ томъ, что движущаяся точка, исходя пзъ Л, 
имТ>етъ скорость АЪ^ т. е. двигаясь дальше въ направлен1в АВ^ 
пройдстъ въ одну секунду длину пути АВ. При этомъ однако не 
подразумевается, что точка действительно при своемъ движенш 
проходитъ всю длину АВ: она ее пройдетъ, когда будетъ двигаться 
равном'Ьрно въ течен1п единицы времени: но въ дЬйствительности она 
можетъ двигаться только въ продолжении какой нибудь какъ угодно 
малой доли секунды; скорость же въ течен1И этого краткаго срока 
дв!1жен1я все таки выразптся лпп1ею Ли, которая относится къ двп- 
жен1ю, имеющему продолжаться цЬлую секунду. 
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§ 8< Скорость перем'Ьннаго движен1я. 

Всякое движеы1е, не удовлетворяющее услов1ю равном'Ьрности, 
называется перемен нымъ. Непрерывный рядъ равном'Ьриыхъ 
дв11жен1й, 11и'{'.10шпхъ каждов свою отличную отъ цругихъ скорость, 
представитъ наиъ въ совокупности одинъ изъ видовъ перемЪннаго 
движен1н, при которомъ скорость точки не остается одна и таже, 
по пер е М'Ьня етс я. Если мы представии'ь себ11 каждый изъ про- 
межутновъ пути, на которомъ точка движется равномерно, съ особою 
для каждаго промежутка скорост1ю, безконечно мадымъ, то получимъ 
общ1Й типъ перемЪннаго движен1я, при которомъ скорость изменяется 
непрерывно, т. е. безконечно малыми скачками. Другими словами, 
мы иожемъ себе представить непрерывно перевбнное движение, какъ 
составленное изъ посл11довательнаго ряда безчвсленнаго множества 
равномЪрныхъ движений, обладающихъ каждое своею особою скорост1ю, 
Къ тому же прсдстаЕлен1Ю переменнаго движеи1Я мы иожемъ 
пр1йт11 другимъ сяособомъ. Предположниъ, что точка движется по 
некоторой кривой отъ Л къ _В, и что ея движение не равномерное. 
Если мы раздЪлимъ путь ЛБ (рис. 9) на 
произвольное число отрЪзковъ ЛЬ, Ьс, Ы и 
т. д., проходимыхъ, положпмъ, въ равны)! вре- 
мена, то длина этихъ отрЪзковъ вообще бу- 
детъ различная. Точки Л и й, й и с, с и с? 
и т. д. последовательно соединпмъ прямыми линиями, длины кото- 
рыхъ будутъ вообще различны; затемъ представнмъ себе некоторую 
движущуюся точку, которая, пробегая последовательно колена лома- 
ной ЛЛН1Н АЪсё..., проходитъ по каждому изъ нихъ равномерно въ 
тсчеН1и того же самаго времени, въ которое точка, движущаяся по 
кривой, проходитъ дугу кривой, стянутую соответственною прямою. 
Обе движупйяся точки, на своихъ отличпыхъ одинъ отъ другаго пу- 
тяхъ между Л и Д будутъ очевидно приходить одновременно въ по- 
ложен1Я Л, Ъ, с, (?... В, между которыми будутъ вообще двигаться 
то опережая одна другую, то другъ отъ друга отставая. Увеличивая 
число коленъ ломаной лин1и, мы темъ увеличпмъ и число точекъ» 
въ которыхъ оба описанный движения совпадутъ другъ съ другомъ. 
Представивъ себе число нроведенныхъ вышеоиисаннымъ способомъ 
коленъ ломаной лии1и безконечно большимь, (т. е. больше всякой 
данной величины), а длины коленъ — следовательно безконечно малыми 
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(т. е. меньше всякой данной величины), ны заставимъ данное иере- 
м^нное криволинейное движеН1(! совпадать въ безконечно большомъ 
числ* точевъ съ двйжен1емъ, составденнымъ изъ безчисленнаго мно- 
жества равном4рныхъ прямолинейныхъ движен1й. Но сказать, что два 
движен1я совпадаютъ другъ м. другомъ въ безчисленномъ множеств* 
промежутковъ по пространству и времени — значитъ утверждать, что 
оба движен1Я совпадаютъ вполн'6, к совершенно одинаковы. 

Итакъ, всякое движение въ его безконечно малыхъ 
частяхъ мы пре дставдяемъ ееб4, какъ равномерное и 
прямолинейное. 

Скорость перемЪннаго движен1я есть следовательно скорость 
тЬхъ равномЪрныхъ двйжен1й, на которыя движен1е въ своихъ эле- 
ментахъ распадается. Для разлвчныхъ элементовъ пути эта скорость 
будетъ различная. Если точка, пройдя данный элементъ своего пути, 
будетъ продолжать двигаться далее, не изменяя своей скорости ни 
по величине, ня по направлеН1ю, то длина пути, которую она прой- 
детъ при этихъ услов1яхъ въ единицу времени, и будетъ ея ско- 
рост1ю въ данномъ элементе пути или въ данной 
точке пути. 

Пусть (1з °) будетъ длина безконечно малаго элемента пути, 
проходимаго точкою равномерно; пусть М будетъ безконечно малое 
время, въ продолжен1и котораго эта длина проходится. Это время 
должно быть безконечно малымъ, если движен1е существуетъ, т. е. 
наблюдается, ибо въ нротивномъ случае, еслибъ оно было конеч- 
ное (т. е. не безконечно малое), то мы имели бы въ результате, 
что точка должна проходить конечное пространство, состоящее изъ 
безконечнаго множества частей Й8, въ продолжен1е безконечнаго же 
множества конечныхъ промежутковъ времени, т. е. въ продолжеп1и 
безконечнаго времени; другими словами, точка не перемещалась бы за- 
метно въ любой конечный промежутокъ времени, или находилась бы 
въ покое. Если йё и йЬ даны, то скорость точки въ данномъ эле- 
менте пути будетъ очевидно на основанш (2): 



(6) 
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Хотя (!8 и (И, каждое отдельно, безконечио малы, но отноше- 
те ихъ ^,- можетъ имЪть очевидно определенную конечную величи- 
ну, и выразить конечное пространство, которое точка пройдетъ въ 
единицу времени, если, пройдя данный элементъ (/5, будетъ двигаться 
дал'Ье, не изм'Ьняя своей скорости ни ио величин1;, ни по направлен1ю. 

Если направление скорости не изменится, то оно будетъ пред- 
ставлять прямую лин110, совпадающую съ элелентоиъ (?8. Такая пря- 
мая называется касательною въ даннокъ элементе нъ траэктор1я 
движущейся точки. 

Цзъ предыдущаго слЪдуетъ Г11афическ1й способъ представлен!» 
скорости въ какомъ нпбудь м'Ьст'Ь С пути ЛВ криволинейнаго пе- 
ремЪннаго двиа;ен1я. Въ точкЪ С (рис. 10) мы проводимъ, въ сто- 
рону двнжеи1я, касательную къ кривой ЛВ, 
т, е. ЛНН1Ю совпадающую съ элеиентомъ 
^ СВ кривой, лежащимъ около точки С (все 
^'"<--- ^"^ равно, непосредственно до нея, или посл-Ь 

нея, или по бокамъ ея). На этой прямой, въ сторону движен1я, мы 
отвладываемъ величину скорости V, СУ, т. е. частное, получаемое 
отъ д'Ьлен1я длины промежутка пути СВ на время Ш, въ которое 
этотъ путь проводится. Если движущаяся точка, минуя элеиентъ 
СВ, пойдетъ дал^е, не измЬняя своей скорости по величин'Ь и на- 
правлен1ю, то въ единицу вреиенп, т. е. въ секунду, она пройдетъ 
длину СУ (или ВУ, ибо въ пред4лЁ СУ = ВУ, тавъ какъ СВ 
бсзконечно мало). 

Дифференциальное ясчнслен1е учптъ насъ находить отношен1е 



двухъ оезконечио малыхъ ! 



сИ ' 



Чтобы составить себЬ понят1е о томъ, какъ разыскивается ско- 
рость при дакномъ движен1И мы разоеремъ несколько простыхъ 
случаевъ. 

1) Предположимъ, что по какой нпбудь траэктор!!! точка дви- 
жется такимъ образолъ, что зависимость длины 5, проходниаго ею 
пространства, отъ временя выражается формулою 

8^ а/ . 

Пусть требуется определить скорость точки въ томъ мЪстЪ, въ ко- 
торое она пр1пдеть по прои1еств1и времени I отъ начала движения. 
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Это мЪсто мы найдемъ, отложивши длину АМ^=а1 (рис. 11) 
данной траэктор1н отъ даннаго пункта исхода Л движущейся точки. 
1 Касательная къ траэктор1и въ этомъ мЬст'Ь опре^ 
/ дЪлитт. направлен1е скорости. Беличнна-же ея най- 
/ дется, если мы узнаемъ безконечно малое простран- 
"/ ство ММ', проходимое точкою въ течен1и безко- 

у нечно малаго промежутка времени до или лосл* мо- 

/ мепта времени (. Выберемъ некоторый моиентъ вре- 

мени ^\ сл4дующ1й за моментомъ ^ и безконечно къ 
'"^' ■ нему близкШ, такъ что въ безконечно малый проме- 
жутокъ времени I' — ^ точка пройдетъ безконечно малую часть своего 
пути ММ'. Тогда очевидно, такъ какъ 

ЛМ=а{, АМ' = аР, 
ТО 

ММ< = АМ> — АМ= Й8 == а ((' - 0; 
а такъ как'Ь время прохожден1я элемента ММ\ которое мы обоз- 
начаемъ черезъ ё^, есть ^' — ^, то но (6): 



Мы видимъ, что скорость для каждаго момента времени остается 

одна в таже, равная а. Движен1е по траектории есть сл'Ьдовательно 

равномерное. Какой-бы мы ни брали промежутокъ времени I' — ^, без- 

ММ' 
конечно малый или конечный, частное ,, - . всегда останется одно 

и тоже. 

2) Пусть длина пути, проходимаго точкою по ея траэктор!!! отъ 
даннаго м'Ьста исхода, выражается формулою 

Требуется найти скорость для момента времени ^. Длина пути §', 
'Проходимаго отъ точки исхода до момента времени I', безконечно 
близкаго къ ^, будетъ 

з' = Ы'^. 
Длина пути, проходимаго въ безконечно малый промежутокъ времени 
С — ;, будетъ 

8^~з = (^з = Ъ^^'^ — ^^'}. 
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Сл-Ьдовательно скорость 



Но такъ какъ ^~1 должно быть меньше всякой данной величины, 
то въ пред-Ьл* можетъ быть положено 

V — 1:^ О , откуда ^' г= ^ , 
11 слЬдовательно 

V = 2Ы , 
т. е. скорость возрастаетъ пропорц10нально времени. Такое движен1е 
называется равномерно у окоренным ъ. При немъ очевидно въ 
равные и лропзвольно выбранные промежутки временя скорость воз- 
растаетъ на равный величины. 

3} Пусть движен1е выражается формулою 
й = сС. 
Тогда, сохраняя обозначен1я предыдущихъ примЪровъ, мы будемъ им-Ёть: 

Число всЬхъ элементонъ суммы будетъ я. Полагая въ предал* ^' = ;, 
получаемъ: 

V ^ с {1"'^ -\- ^'^-^ + ■ ■ .)=ис("-1. 
Скорость возрастаегь пропорц1онально « — 1 степени времени. 



§ 4* Сложен1е скоростей. 

Мы видели уже въ § 1, что движен1е точки въ пространстве 
намъ изв'Ьстно, когда дано ея движен1е по какимъ ннбудь тремъ ли-' 
Н1ямъ, не параллелькымъ и не лежащимъ въ одной плоскости, ибо 
но положен1ю изв'Ъстнымъ образомъ взятыхъ проложен1й точки на 
упомянутыхъ трехъ лин1яхъ мы можемъ для веякаго момента вре- 
мени найти ея положен1е въ пространств'^. Вопросъ теперь состоитъ 
въ томъ, какъ по тремъ даннымъ скоростямъ упомянутыхъ проло- 
жен1й найти скорость движущейся точки въ пространств'Ь, пли иначе, 
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какъ с л о ж 11Т11 трн данныя скорости, при11адлежа1Ц1я 
одной и тойже движущейся точкЪ. 

Когда движущаяся точка проходить по своему криволинейному 
пути безконечно малую длину (?§ (прямолинейную), то ея проложе- 
Н1Я проходятъ по осямъ воордпнатъ (вообще по какимъ угодно тремъ 
не параллельнынъ и не лежащимъ въ одной плоскости лин1ямъ) без- 
конечно шалыя длины их, йу, из. Следовательно Лх, йу, йг будутъ 
проложен1Я1ип элемента пути йв на оси координатъ. Величина упомя- 
нутыхъ проложепШ останется таже, если мы будемъ пролагать йе 
не на дапныя оси координатъ, по на друг1Я как1я либо три прямыя 
лин1и имъ параллельпыя °). Поэтому, проводя черезъ начало элемента 
<?8 (рис. 12) три лин1и, параллельпыя даннымъ осямъ координатъ, и 
пролагая на нихъ (?з, мы зам1тимъ, что из представится намъ Д1а- 
гоаалью параллелепипеда, ребра котораго бу- 
дутъ их, ёу, Аг. Если мы каждое изъ ре- 
беръ у помяну таго параллелепипеда увеличимъ 
или уменьшимъ въ одинаковое число разъ, 
то д1агональ новаго параллелепипеда, по- 
строеннаго на изм'Ьнепныхъ ребрахъ, бу- 
детъ очевидно увеличена или уменьшена во 
столько же разъ, какъ ребра, и не изме- 
нить своего положения. 

Если следовательно мы увеличимъ ре- 
бра. Фх^ йу, (1г нашего параллелепипеда въ 
т-, разъ, то получииъ новый параллелепвпедъ съ ребрами 

.% 0Г = | 02 = ^, 




ох= 



) Пр л 



ии проэкц 
вв\ дпиъ ировидн изъ каждой 
пара лел ныя данно п о кости т 

ско тп параллрльцыа явиноГ Ъ лъ\ 
г емъ воооще могутъ лек ь въ р ! 
ноорд н тъ иь проводимъ ер зъ т 
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□руеиоЁ лпы в пряиып 
и ту ЛИН ю аа которую 
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тяхъ Ища прол шев я на 
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ей что ы получи ь пролоаен е 
данную п оскость мы находииъ 
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1Ь проводпнъ черезъ 
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д1аго11алькото|)аго будегь ОВ — -т^, и еоБпадетъ110иапраЕле1пюсъ ^5. 

Если подъ <а мы будемъ подразумевать время, въ которое движу- 
щаяся точка проходить элскеитъ ёз своего пути, а ея проложен^я 
на оси координатъ проходятъ длины ^х, ёу, йг но этимъ посл'Ьд- 

йх йу йг 
1!имъ, то отношенш 77' Л' ~7( ^Ь1разятъ скорости проложен1Й по 

соотв^тствующпмъ осямъ координатъ, п -^ — скорость по траэкто- 

р1и. Тавниъ образомъ ны видимъ, что если даны скорости точки 
(т. е, ея проложен1Й) по тремъ осямъ координатъ, то ско- 
рость по траэктор1И находится, кавъ д1агоноль па- 
раллелепипеда, построен наго па данныхъ скоростяхъ. 
их йу 1и 

1. е. скорости проложен1й -т-., ~^-,, -ч- сутьвътожевре- 

мя проложеи1я скорости -г, ■ 

Въ случай пряыоугольныхъ осей координатъ квадратъ д1агонали 
будетъ равенъ сумм^Ь квадратовъ трехъ реберъ, и мы будемъ им'Ьть: 

Вышеупомннутыя три скорости называются слагающими 
скоростями; четвертая скорость, но нимъ находимая, называется 
результирующею скорост1ю. Если ДБИжен1е точки опред'Ь- 
ляется только двумя скоростями, то скорос1Ь точки по траэктор1и 
лежитъ въ плоскости двухъ данпыхъ скоростей. Это будетъ им-Ьть 
м-Ьсто очевидно въ том'Ь случаЬ, когда скорость относительно одной 
изъ трехъ осей координатъ равна нулю. Въ такомъ случае построе- 
Н1е параллелепипеда обращается въ построен1е параллелограмма на 
двухъ данныхъ скоростяхъ, какъ на сторонахъ; результирующая 
скорость будетъ д1агональю этого параллелограмма, 

Изъ рисунка (13) мы видимъ, что если три ребра параллелепипе- 
да ыаыъ даны, то н-Ьтъ надобности строить всЪ остальные де- 
вять реберъ параллелепипеда, для получения величины и направле- 
И1Я его д1агонали. Для упомяпутой ц^ли достаточно изъ конца одно- 
го изъ трехъ реберъ, напр. АВ, провести лнн1ю параллельную и 
равную одному изъ двухъ остальныхъ реберъ (напр. ВС), п изъ 
конпа атой восл^дпеп— Л1Ш1Ю параллел[,ну10 и равную третьему ребру 
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Гнапр. СВ)\ соединяя конецъ этой последней лин1и съ точною пе- 
ре.е1ЬчеН1Я А трехъ данныхъ реберъ (еъ случае скоростей, это будетъ 
пхъ точка приложсн1я) мы иолучниъ искомую д1агональ АВ. 

Изъ того-же рисунка мы видииъ, что находить результирующую 
скорость мы можеиъ, складывая сперва двЪ изъ трехъ данныхъ ско- 
ростей (т. е. ища сперва ихъ результирующую въ томъ предполо- 
жеи1и, что третья скорость есть нуль), и затЬмъ складывая найден- 
ную результирующую съ третьей скорост1ю. Каждая изъ трехъ ско- 
ростей ЛВ^ ВС, ев (рис. 13), составлающихъ результирующую- 
скорость ЛД можетъ въ свою очередь 
быть дана не прямо, но съ помощш ея, 
соетавляющихъ по каккмъ нибудь напра- 
Блен1ям'ь. Бъ такоыъ случаЬ очевидно каж- 
дая изъ вышеупомянутыхъ трехъ скоро- 
стей должна быть найдена, какъ результи- 
рующая своихъ слагающнхъ, по вышеиа- 
ложеиноиу способу построеН1я трехъ ре- 
беръ параллелепипеда (или двухъ сторонъ 
параллелограмма). СлЪдовательно скорость 
ЛВ иожетъ быть представлена на рисунк-Ь, 
какъ заключительная сторона многоугольника, стороны котораго (во- 
обще очевидно пе лежащ1я въ одной плоскости) АО, ОН, НВ про- 
ведеиы параллельно даннымъ слагающпмъ скорости АВ\ точно также 
ВС будетъ заключительною стороною подобнымъ-же образомъ по- 
строеннаго многоугольника ВКС, к т. д. Разсматривая полученный 
такимъ образомъ ииогоугольникъ АОНВКСЕРВ, мы приходииъ къ 
следующему заключенш: если слагаюш1я скорости даны не непосред- 
ственно, а съ нокощш своихъ слагающнхъ, а эти 110сл-Ьдн1я опять 
съ П0И0Щ1Ю своихъ, и т. д. до какого угодно числа скоростей, то для 
построеИ!я общей результирующей намъ н4тъ надобности производить 
последовательно сложен1я сперва нёскодькихъ скоростей по двЪ или 
по три, потомъ получениыя скорости опять складывать по двЪ или 
по три, пока не пр1йдемъ къ последниит. тремъ слагающпмъ АВ^ 
ВС и СВ\ напротивъ, мы можемъ непосредственно строить ломаную 
линш, колЬпа которой равны и параллельны всЬмъ даннымъ скоро- 
стямъ; прямая, замыкающая такого рода ломаную линш, обращая ее 
БЪ замкнутый многоугольник!,, в будетъ общею результирующею всЪхъ 
данныхъ слагающнхъ скоростей. Направлен!» слагающнхъ скоростей 
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но периметру уноыянутаго многоугольника будутъ идти всЬ въ одну 
сторону, а направлен1е результирующей— въ обратную. 

Величина и направлен1е результирующей не изм-Ьннтся, если мы 
изм4нимъ порядокъ носл'1;дован1Я друп. за другомъ колЪнъ ломаной 
ЛИН1И, пзраллельныхъ даннымъ слагающимъ скоростямъ, т. е. если 
мы изм'Ьнииъ порядокъ сложен1Я. Для этого достаточно показать, что 
мы можемъ переставить какъ угодно одну послЬ другой каждыя дв'& 
ИЛИ три скорости. Изъ рисунка сложен1я трехъ или двухъ ско- 
ростей ясно пепосредствеино слЪдуетъ, что мы пр1йдеиъ къ одной и 
той-же результирующей, въ какомъ-бы порндк* ни проводили колена 
ломаной лин1и, параллельный даннымъ скоростямъ. Такиыъ образоыъ, 
нм'Ья скорости й, Ь, с, ё, е, представлепнын въ вид!', многоугольни- 
ка, мы можемъ переменить м1;ста сторонъ, положимъ, с ч ^, к бу- 
демъ им^ть многоугольникъ а, Ь, й, с, е\ изменяя затЪмъ М'1;ста 
Ъ п А, будемъ им'Еть й, й, Ь, с, е, и т. д. очевидно можемъ любую 
изъ данныхъ сторонъ поставить на мЪсто любой изъ остальныхъ, 
сохраняя при этомъ конечно ихъ параллельность даннымъ слагаю- 
щимъ скоростямъ, приложеннымъ къ одной точкЬ. 

Цтакъ, результирующая скорость можетъ быть 
представлена, какъ заключительная сторона много- 
угольника, стороны котораго равны и параллельны 
даннымъ слагающимъ скоростямъ и построены въ ка- 
комъ угодно порядк'Ь носл'&дован1я другъзадруго м.ъ. 
Величина результирующей скорости не измЕкяется 
отъ изм11нен1я порядка с ложен! я, какъ алгебрическая суатма 
не изменяется отъ изм'Ьнен^я порядка слагаеныхъ. 

Описанный способъ сложен1я скоростей, какъ количествъ, имЪ- 
ющихъ величину и направлен1е, называется геометрическимъ 
сложен1емъ- количество, получаемое въ результате геометрическаго 
сложен1я называется геометрическою суммою. 

Изъ предыдущего слЬдуехъ очевидно, что слагая данныя скоро- 
сти, мы рЪшаемъ вопросъ, съ какою скорост1Ю должна двигаться 
равномерно точка, чтобы въ единицу времени нршти въ тоже поло- 
же111с, въ которое она пришла-бы, 'обладая последовательно каждою 
изъ данныхъ слагаемыхъ скоростей въ течен1и единицы времени. 

Умея складывать скорости мы можемъ очевидно также паобо- 
ротъ разлагать данную скорость на какое угодно число скоростей, 
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направлен1я которыхъ даны. Въ такомъ случа-Ь вели'1ина скоростей 
можетъ быть выбрана произвольно кром-Ь двухъ посл'^днихъ. 

Если дана результирующая и всЬ слагающ1я безъ одной, то 
недостающая слагающая олред^^лится очевидно, какъ заключительная 
сторона многоугольника, построеннаго на результирующей и дашшхъ 
слагающихъ. Направление искомой слагающей должно быть взято 
вдоль по периметру многоугольника въ одну сторону съ остальными 
слагающими. 

Съ изм*нен1емъ направлен1я по прелагаемой линш (напр. АВ 

д^ или ВА^ рис. 14) изменяется очевидно и на- 

^'"^Х правлен1е по ся проложеН1Ю, косоугольному или 

А^" \ прямоугольному. Сл'Ьдовательно, если направлеН1е 

\ \ скорости меняется въ прямо противоположное, 

д' ^/ то такниъ же образоиъ м-Ьняются направлен1Я 

Рис. 14. ея слагающихъ. 

Проложимъ стороны АВ, ВС, .... ВИ, ЕА какого нябудь 
замкнутаго многоугольника на какую 
пибудь ЛИН1Ю МN косоугольно или 
прямоугольно, и будемъ считать на- 
правлен1е сторонъ въ одну сторону 
по периметру многоугольника; положи- 
тельное направлеН1е проложен1Й будемъ 
считать также въ одну какую нибудь 
"' " ' р ^^ ^ сторону по МК. Тогда очевидно, какъ 

это легко видЪть изъ рисунка (15): 
алгебраическая сумма проложен1Й замкнутаго много- 
угольника (лежащаго въ одной плоскости или въ 
н*сколькихъ) на какую нибудь прямую будетъ равна 
нулю"). Такъ какъ съ другой стороны очевидно, что геометри- 
ческая сумма сторонъ многоугольника, считаемыхъ по периметру 
въ одну сторону, будетъ тоже нуль, то предъидущее заключен1е можно 
выразить такимъ образомъ: если геометрическая сумма пря- 
мыхъ равна нулю, то алгебраическая сумма ихъ про- 
ложе1Пй на другую какую нибудь лин1Ю тоже есть 
нуль. 

Называя положительныя или отрицательныя величины упоияну- 
тыхъ проложен1Й черезъ а, Ъ, с а т. д., мы будемъ имЪть для слу- 
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чая когда всЬ ко,]Ьиа направлены но периметру нъ одну сторону: 
а + Ь + с + ^-{- . . . -^1 = , 

т. е. одно изъ проложенШ, взятое съ противнымъ знакомъ, равно 
суммЪ всЬхъ остальныхъ. Сл'Ьдовательно проложенье одной 
стороны нного угольника на какую нибудь Л11н1ю 
равно суим!; проложен1Й на туже лП1Пю остальныхъ 
сторон ъ, считаем ыхъ по периметру вт, обратную сто- 
рону съ первой. По такъ какъ въ тавонъ случа!; очевидно пер- 
вая сторона равна геометрической суикб ве^хъ остальныхъ, то мы 
можемъ вывести следующее общее заключен!е: 

Сумма проложен 1й данных ъ прям ыхъ на какую 
нибудь другую прямую равна проложе1ПЮ нхъ гео- 
метрической суммы. 

Прилагая это заключение къ скороотямъ, мы получаемъ, что 

Проложен1е результируюяю!! скорости на какую 
нибудь прямую равно сумм^ проложен!?! ел с лага ю- 
щихъ . 

Бъ частномъ случае, когда прямая, на которую прилагаются 
скорости, совпадаетъ съ результирующею, мы лмЪемъ, что р е з у л ь- 
тирующая равна суимЬ проложеН1Й на нее слагаю- 
щихъ. Тавъ какъ Ери этомъ величина результирующей при данныхъ 
елагающихъ всегда очевидно одна и таже, то заключаемъ, что, ка- 
кимъ-бы образомъ мы ни пролагалп слагаюпия на ихъ результирую- 
щую (т. е. косоугольио, или прямоугольно), алгебраическая сумма 
проложен1Й будетъ всегда одна и таже — равная результирующей, 

Онерац|я упомянутаго прежде геометрическаго сложен1я представ- 
ляетъ собою ничто иное, какъ разыскан1е, съ помощ1Ю геометриче- 
скаго построен1я, нролагаеиой лин)п по даннымъ ея проложсн1Ямъ. 
Скмдываться геометрически могутъ сл'Ьдовательно вс4 однородиыя 
между собою величины, который но величине и направленш могутъ 
быть представляемы прямыми лин1яни, и изъ которыхъ каждая мо- 
жетъ быть дана своими проложен1яии на как1я либо направлен1Я. 
Алгебраическое сдожен1е есть частный случай геометрическаго сло- 
жены величинъ, нанравленныхъ въ ту или другую сторону по одной 
и той же прямой. Для обозначен1я геометрическаго сложен1я мы бу- 
демъ употреблять знакъ 4'- Следовательно ест величина 5 есть 
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геометрическая сумма величинъ А, Д С и т. д., то мы будемъ 
обозначать 

Б^-^А-^-В-^С^. ■ ., (7)' 

выражая тЬмъ, что лин1Я »? есть заключительная сторона ломаной 
лин1и, состоящей изъ А, Д С..., направленныхъ въ одну сторону 
по периметру въ обратномъ емыслЬ относительно б". 

На оборотъ, если дана геометрическая сумма величинъ и одно 
изъ слагаемыхъ, то геометрическая сумма остальных!, слагаемыхъ 
определится, какъ геометрическая разность двухъ первыхъ 
названныхъ величинъ. Геометрическое вычитан1е мы будеиъ обозна- 
чать знакомъ -— , и на основан!» его опред*лен1я будемъ ин4ть 
изъ (7)': 

В '\' С ■\' В-^- . ■ ■=:8~А. (7)'' 



§ 5. Относительная скорость, 

Всякое двнже!йе есть относительное, ибо положен1Я движущихся 
точекъ, мы можемъ только определять относительно чего нибудь, 
но не абсолютно. Опред'Ьляя положен1е и движен1е точки отно- 
сительно даннаго тЪла или данной поверхности, мы ничего не можемъ 
сказать о положеН1и санаго этого т'Ьла или самой поверхности, пока 
у наеъ н'Ьтъ еще другаго тЪла, относительно котораго мы опред11лили 
бы ноложен1е перваго. 

Вонросъ объ относительномъ ДБижен1н вообще сводится къ р'Ь- 
шенш задачи^по данному движенУю относительно одн1;хъ осей коор- 
динатъ и по данному движен|ю этихъ осей въ пространств'Ь, т. е. 
относительно новыхъ осей, найти движение точки относительно зтихъ 
послЪднихъ, или обратно — найти движение точки относительно первыхъ 
осей, когда дано, по прежнему. движен1е первыхъ осей и движеп1е 
точки относительно носл^днихъ. 

Т'Ь оси, о движен1и которыхъ въ этихъ вопроеахъ не упоми- 
нается, называются условно ненодвижными, а движен1е по нияъ — 
абсолютнымъ, но тоже условно, движен1е по подвпжнымъ осямъ 
называется относите л ънымъ но преимуществу. Такимъ не обра- 
зомъ различаются скорости по осямъ коордипатъ, движен1е которыхъ 
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не дано, и скорости по оснмъ, который движутся относительно пер- 
выхъ. Первыя скорости въ такомъ случай называютсн абсожют- 
нымп, Бторыя — относительными. Такъ какъ понят1е о ско- 
рости заключаетъ въ себъ представлен1е о пряиолинеПнонъ движенш, 
то вопросъ объ относительныхъ скоростяхъ будетъ частнымъ случаемъ 
общаго вопроса объ относптельномъ движеи!И. 

Пусть АВ (рис. 16) лредставляетъ скорость, приложенную въ 
д ^^ вонц'Ь времени ^ въ точв11 А и совпадающую 

съ каправ.1ен1емъ движен1я. Движущаяся точка 
остается на этой лин1и по крайней м^рЪ въ те- 
ЧС1П11 безконечно малаго элемента времени <И. 
^ "^ *" Предположимъ дал'Ье что лин1я АВ не остается 

неподвижною въ плоскости рисунка, ко движется 
по ней, им'Ья въ тотъ же данный моментъ времени для всЬхъ евоихъ 
точекъ скорость АС. Это значитъ, что всЬ точки лип1и АВ, внЪстЪ 
съ движущеюся по ней точкою, нерелйщаются параллельно АС, съ 
данною сворост1Ю, по крайней м^рЪ въ течен1и элемента времени (И, 
сл'^Ьдующаго за моментомъ I (т. е. наступающаго по истеченш вре- 
мени (). Если скорости точки и ЛИН1И неизмЪнатся въ течении еди- 
ницы времени, следующей за ^, то въ эту единицу времени точка 
пройдетъ по линш длину АВ., а сама лин1я всЬми своими точками 
проЙдетъ длину ^46^изайметъ положен1е СВ. Требуется найти ско- 
рость движен1я по неподвижной плоскости рисунка, которое въ дан- 
номъ случай должно быть принято за абсолютное. Въ течен1и еди- 
ницы времени точка переместится по плоскости очевидно изъ А въ В. 
Легко показать, что движен1е ея между А \\ В будетъ прямолинейное 
и равпомЪрное. Действительно, предположимъ что лнн1я АВ, двигаясь 
равномерно по АС, пройдетъ какую нибудь п — ную часть своего 
пути, АК, которую она пройдетъ очевидно въ п — ную часть секунды; 
но такъ какъ точка движется вдоль по самой лип1И АВ тоже равно- 
мерно, то въ п — ную часть секунды она нройдетъ по движущейся 
ЛИН1И длину ЖХ, которая составитъ тоже п — ную часть отъ ^5 или 
равной ей СВ. Следовательно 

а это отношен1е тогда возможно, когда три точки А, Ь \^ В лежатъ 
на одной прямой. Такъ какъ п можетъ быть какою угодно ведичи- 
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ною, то закдючаемъ, что для всякаго момента времени, въ теченш 
секунды, точка будетъ на прямой АВ. Кром^Б того, такъ какъ 
АЬ 1 

ВА^п ' 

то мы заключаемъ, что длины, нроходкмыя точкою по прямой ЛВ, бу- 
дутъ пропорц10нальны времени (- доли секунды), т. е. что движен1е 

будетъ равномерное. Итакъ, ЛВ, представляя длину, проходимую 
точкою раввои'Ьрно въ единицу времени по плоскости рисунка, бу- 
детъ искомая абсолютная скорость, и представится геометри- 
ческою суммою двухъ данныхъ скоростей. 

Если плоскость рисунка не остается неподвижною, но переме- 
щается съ некоторою скорост1ю ЛЕ (рис. 17), не лежащею вообще 
въ плоскости ВАС, то лип1я АВ будетъ 
двигаться съ тою же скорост1ю, и для на- 
Х0ЖДСЦ1Я абсолютной скорости точки мы 
должны сложить скорости АВпАЕ. И такъ 
далЬе для какого угодно числа скоростей. 
,,.--''' Такимъ образомъ мы видимъ, что 

\ _..--''' вопросъ о нахождении абсолют- 

.к ной скорости по даннымъ отно- 

^^"^ ^^" сительнымъ приводится вообще 

КЪ СЛ0ЖеН1Ю ЭТИХЪ ПОСЛ'ЁДПИХЪ. 

Следовательно несколько скоростей, приложенныхъ къ одной 
точке, мы можемъ себЪ представлять, кроме способа предъидущаго 
параграфа, еще какъ рядъ относительныхъ скоростей, опредЪляющихъ 
собою некоторую абсолютную скорость. 

Вопросъ о нахожденш относительной скорости по данной абсо- 
лютной и другинъ откосительныиъ очевидно сводится къ геометри- 
ческому вычитан1ю, т. е. къ нахожден1ю слагающей скорости 
но данной геометрической сумме скоростей и по остальнымъ сла- 
гаю шимъ. 

Очевидно, что если данный слагаемый скорости направлены все 
по одной и той же прямой, въ ту или другую сторону, то многоуголь- 
нвкъ скоростей обращается въ прямую, и результирующая скорость 
будетъ алгебраическою суммою слагающихъ, причемъ скорости. 
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направленныя по прямой въ разныя стоцопы отъ ихъ точки прило- 
жения, должны нм:ёть разные знаки. 

Если мы инЪеяъ точку Л, движущуюся по пряной ллн^и (рис. 18), 
то мы только тогда можемъ различать это цвижен1е, когда на той же 
прямой Л1ППИ намъ дана еще точка Б, из)1'Ьиен1е разстоя1пя отъ 
которой движущейся точки мы можемъ изиЬрять. Если сама точка В 
движется по той же лин!11 относительно третьей 
' - — точки С, то по предъидущему очевидно, скорость Л 

отиосптелыю В будетъ равна разности скоростей 
Б II Л относительно третьей точки С. Если обЬ точки Л я В 
им'Ёютъ скорости по разлпчпымъ прямыгь, то относительная ско- 
рость ихъ пр010жен1Й по осяиъ коор;{инатъ будетъ равна разности 
скоростей этихъ проложен|Й. Складывая эти разности, мы получплъ 
относительную скорость двухъ точевъ , которая очевидно будетъ 
геометрическою разносию ихъ скоростей. Птакъ, относительная 
скорость двухъ точекъ равна геометрическое! раз- 
ности ихъ абсолютных ъ скоростей. 

НапримЪръ, пусть (рис. 19) ЛУ^ будетъ скорость одной точки, 

у- и ВУ^ — другой. Чтобы найти скорость 5 

; ^^ \ относительно А мы должны изъ посл1д- 

\ .-^ \ ней вычесть геометрически первую. Для 

^\ "" _,,'-'' * этого переносимъ об'Ё скорости въ одну 

; ,,--'' ^'"^"^~~ "^ точку, положимъ А^ 1! проводинъ заклю- 
^'' чительную сторону Т^, К, , которая и 

Р1;с. 19. ' г . г 

представнтъ искомую скорость. Направ- 
лен1е ея по периметру многоугольника должно совпадать съ вычитае- 
ною екорост1Ю, т. е. идти отъ У^ къ У^ . Очевидно что скорость А 
относительно В будетъ таже, но направлена отъ У^ къ У^ . Бъ пер- 
вомъ случаЬ д1агональю параллелограмма скоростей будетъ АУ-^^, во 
второмъ АУ^. Относительная скорость двухъ точекъ будетъ нуль, 
т. е. точки будутъ въ ноко'Ь относительно другъ друга, когда ско- 
рости ихъ равны, параллельны и направлены въ одиу сторону. 

Вышеприведенное опрсд'Ьлен1е отиосительпой скорости двухъ то- 
чекъ мы Д'Ьлали въ томъ иредполо'жен1п, что даны ихъ абсолютный 
скорости, т. е. известно ихъ движен1е относительно данныхъ въ 
пространствЬ плоскостей (коордпнатъ) или линп! Но если мы вооб- 
разимъ себ'Ь только одну точку въ пространствТ., безъ всякаго отно- 
шен1Я къ накимъ либо другнмъ дапнымъ геометрическимъ м-Ьстамъ, 
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то мы не будемъ въ состояи1и приписать атой точк^ какое ли5о дви- 
жеи1е: дли нашего понятая, е1)стоян1я покоя и двпжен!!! такой точ- 
ки будутъ безразличны. Тоже самое мы должны заключить и о ва- 
коыъ угодно числ'Ь точскъ, неизиЪннымъ о5разомъ связапныхъ другъ 
съ другомъ, т. е. о неизменяющихся ли111Яхъ, поверхностяхъ и т'Ь- 
лахъ. Если мы им'Ёемъ только дв* точки въ простра!1СТв-Ь, то иы 
можемъ попять ихъ движен1е только по стольку, по скольку из- 
м^^няется ихъ взаимное разстояп1е. Объ !1змЪнен1и положен1я самой 
ЛИН1И, соединяющей обЪ данныя точки, мы не можемъ судить, ибо не 
будемъ имЪть возможности отм-Ьтить какъ нибудь это изм4нев1е. 
Тзкимъ образомъ, если одна точка двигалась-бы около другой по по- 
верхности сферы, въ центр* которой была-бы эта другая точка, то 
въ пашемъ представлен1И обЪ точки должны-бн были оставаться въ 
покоЪ, ибо ихъ разстоян1е не изы^нялось-оы. Въ упомянутомъ дви- 
ЖСН1И мы могли-бы только тогда отдать себ-Ь отчетъ, когда кром-Ё двухъ 
разсватриваеныхъ точекъ им^ли-бы въ пространств!; еще вак1я либо 
нам'Ьченныя геометрпческ1я мЪста, относительно которыхъ мы могли-бы 
зам-Ьтить изм'Ьнен1е положения линги, соединяющей об* точки. 

Если даны въ прострапств'Ь точка н прямая, то нзи'Ьнен1е ихъ 
относительнаго положения будетъ состоять только въ азмЬнеипг раз- 
СТ0ЯН1Я точки отъ ЛИН1И, Т. 0. ДЛИНЫ перпендикуляра, опущеннаго 
изъ точки на лнн1ю. Лин1я въ этомъ случае предполагается неопре- 
деленной длины, ибо если-бы была дана ея длина, т. е. ея концы, 
то мы нмЬли-бы случай прямой и двухъ отмеченныхъ на ней точекъ. 
Следовательно точка, движущаяся по круглой цилиндрической поверх- 
ности, находится въ покое относительно оси этой поверхности. 

На основак1и подобныхъ-же соображеп1Я мы заключаемъ, что 
точка, движущаяся какъ угодно въ плоскости, параллельной другой дан- 
ной плоскости,' остается относительно этой последней въ покое. Если 
точка движется по лин1и, параллельной двумъ плосвостяиъ, то она 
остается въ покое относительно этихъ плоскостей. На оборотъ, точ- 
ка, остающаяся въ покое относительно другой точки, лии1и,' двухъ 
ЛИН1Й, плоскости, двухъ плоскостей, можетъ въ тоже время двигаться 
относительно другихъ точекъ, лин1Й, плоскостей. 

Но разстоян1ями точки отъ трсхъ плоскостей или трехъ ли- 
Н1Й вполне определяется ея положеп1е въ пространстве; следовательно, 
если точка остается въ покое отноептельно трехъ неподвижныхъ 
ЛНН1Н, не параллельпыхч> и не лежащихъ въ одной плоскости, или трехъ 
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неподвижныхъ плоскостей, то она будетъ въ покоЪ относительно вся- 
вихъ другихъ неподвижныхъ точекъ, Л1Ш1Й пли плоскостей. Действи- 
тельно, еслИ'бы точка обладала какою скорост1ю, оставаясь непод- 
вижною относительно неподвижныхъ осей координатъ, то эта ско- 
рость должна-бы была оставаться параллельною трелг разныиъ пло- 
свостямъ, чего быть не можетъ. 

Если скорость точки для извЪстнаго моиента времени дана, то 
ея скорость относительно какой нпбудь лин1и или плоскости опре- 
делится, если мы данную скорость точки разложвмъ на двЬ слагаю- 
щихъ, изъ которыхъ одна будетъ перпендикулярна къ данной линш 
или плоскости, а другая параллельна; первая изг слагающихъ будетъ 
искомая относительная скорость; вторая будетъ сйорост1Ю точки по 
данной ЛИН1П или данной плоскости. 

Итакъ, ортогональное (прямоугольное) проложенхе скорости 
точки на какую нипудь лиН1Ю или плоскость представитъ скорость 
той-же точки по этой л11Н1и пли плоскости. Ортогональное про- 
ложен|е скорости точки па перпендикуляръ къ данной лин1и или 
плоскости выразить скорость относительно этой липп! или 
плоскости. 



§ 6. Равномерно ускоренное прямолинейное движен1е. 

Равномерно ускореннымъ называется такое переменное движе- 
н!е, при которомъ скорости въ равные и произвольно выбранные 
промежутки времени возрастаютъ на равныя величины, т. е, вообще 
Бозрастаютъ пропорционально времени. Если скорости убываютъ но 
тому-же закону, то движение называется равномерно у кос пи- 
тельным ъ. 

11риращен1е скорости (положительное пли отрицательное) 
въ единицу времени при равном4рноускореиномъ пря- 
молинейнокъ движеН1и называется ускорен[екъ. 

Обозначимъ черезъ г',, скорость точки въ начале некотораго про- 
межутка временя ^, черезъ V — скорость въ конце этого промежутка: 
тогда приращен1е скорости въ течен1и времени ^будетъ г" — г'ц. Если 
ДБИжен1е равномерно ускоренное, то приращеН1е скорости въ тече 



—7—^. Обозначая поэтому черезъ ^ве- 
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личину ускоре!ПЯ, яы будемъ им'Ьть: 



Ускорен1е, какъ количе(;тЕо, получаемое отъ дЪлен1я другъ на 
друга двухъ величинъ разныхъ наимековэн1Й (скорости на время), бу- 
детъ имЪть наименован1е, отличное отъ д-Ьдимаго и делителя. Еди- 
ница ускорен1я на основан1и (8) и (5) определится слЪдующияъ 
«бразомъ: 

ед. сдор. цент. 
■^ сек, еев.^ ^ 

Сл^довательдо, если д будетъ численная вечичнна ускорен1я, то пол- 

ное ея ооозкачен1е оудетъ д — -^, въ томъ смысл1^, что, при дан- 

номъ равномерно ускоренном!. двпжен1и, въ конце каждой секунды 
движущаяся точка прюбрететъ такую скорость, съ которою, двигаясь 
далее равномерно, прошла-бы въ каждую последующую секунду длину 
пути на д центиметровъ большую, нежели въ томъ случае, еслпбъ 
она стала двигаться равномерно съ конца предыдущей секунды вре- 
вепп. Графически ускореп1е яожетъ быть представлено прямою ля- 
Н1ею, напрэвлеП1е которой, считая отъ точки приложен1я, совпадаетъ 
съ направлен1емъ наростающей скорости, а длина заключаетъ въ себе 
столько единицъ длины, сколько данное ускореН1е — единицъ уско- 
рен1Я. 

Проложен1е (прямоугольное или косоугольное) равномерно уско- 
ренно движущейся точки на какую нибудь прямую лйН1Ю или пло- 
скость будетъ очевидно двигаться тоже равномерно ускоренно, ибо 
если скорость Еозрастаетъ равномерно, то также будетъ возрастать 
и ея цроложен1е. Следовательно, ускорен1е проложеннаго движен1Я 
будетъ равно проложена на туже лйн1ю ускорен1я самой движущей- 
ся точки. Поэтому ускорен1е точки отыскивается но ускорен^амъ про- 
ложен10 точки также, какъ пролагаемая лин1я отыскивается по ея 
проложен!ямъ, т. е, ускорения складываются, какъ ско- 
рости. 

Изъ примеровъ 1} и 2) (§ 3) мы заключаемъ, что если зави- 
симость длины пути, проходимаго движущеюся точкою, отъ времени 
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выражается формулою 

3 ^^ а^ ^ Ы^ , 
то скорость оудетъ 

?} = а + 2Ы . 
Сравнивая эти два выражеН1я съ форм. (Ь), мы уаключаемъ, что 
д;]111!а пути, проходимая равномерно ускоренно движущеюся точкою 
во время {. при начальной скорости г-^ и при уекорен1и г/, будетъ 



(9) 



Исключая время иаъ уравпен1П (8) и (9), мы полу'шмч. 



^=2^(У'-'^Л^ (10) 



V-^'-■^/■2!/8 + V„\ (И) 

формулы для определен! я иуоетранства по начальной л конечной ско- 
ростянъ, или конечной скорости — но пройденному пространству и на- 
чальной скорости. 

Пространства, нроходимыя точкою равном'Ьрно ускоренно въ те- 
чении важдаго изъ ряда слЪдующихъ другъ за другомъ равныхъ про- 
межутковъ времени, не будутъ равны между собою. Положпмъ, что 
величина каждаго изъ равныхъ пронежутковъ времени оудетъ Г сек., 
и найдемъ пространство, проходимое въ течен1и «—наго промежутка 
времени. Искомое пространство будетъ равно длпнй, пройденной пъ те- 
чен1П вс*хъ п пронежутковъ времени (т. е. во время Тп) бе.зъ дли- 
ны, пройденной въ п — 1 промежутковъ (т. е. вовремя (я — 1)3^). 
СлЬдовательно, обозначая искомую величину черезъ 5, мы им^емг по (9): 

Т. е. пространство возрастаетъ пронорц10нально нечетнымъ чнсламъ. 
Въ предыдущей формул! «„Т иредставляетъ пространство, ко- 
торое точка прошла-бы въ промежутокъ времени 2', двигаясь равно- 
мерно; мы обозначнмъ его черезъ /„. Череаъ ? обозначнмъ величину 
д — -, "Г. е. приращение проКденнаго пространства въ тотъ-же проме- 
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жутокъ, БСл'Ьдств1е существован1я ускорения »/. Тогда пространства, 
проходкйыя въ 1-й, 2-й и т. д. промежутки времени будутъ 
1^+1, 1^ + Ш, ^0 + «г . 1,.+ 71 1^ + (_2п — 1)1. 



§ 7* Ускорен1е перек^ннаго дви)нен1Я. 

При перрмбнномъ движешк скорости, какъ мы видели, мйня- 
ют1:я вообще непрерывно, т. е. для важдаго элемента пути, прохо- 
цимаго точкою, существуетъ своя скорость, отличающаяся отъ ско- 
рости сосЬдипхъ элементовъ кэвъ по велпчинЪ, такъ и по иапра- 
Ьлеп1К1. Если скорости въ элементах!, пути отличаются другъ отъ 
друга только по величин*, то дви1вен1е будетъ прямолинейное пере- 
менное; если скорости отличаются другъ отъ друга, кром* величины, 
еще направлен1емъ, пли только однииъ направлешемъ, то движен1е 
будетъ криволинейное. 

При движении пряиолинеЙномъ направлен!» скоростей посдЪду- 
ющнхъ злементовъ совпадаютъ другъ съ другомъ. Поэтому каждая 
послЬдующая скорость можетъ быть разслатрпвэема, какъ алгебраи- 
ческая сумма предыдущей скорости и н-Евоторой другой, прибавлен- 
ной съ плюсомъ или минусомъ къ первой, въ томъ-же направлен1Н. 
Если мы знаемъ скорости въ каждомъ взъ элементовъ прямолиней- 
наго пути, то Бышеупомянутыя нрибавочныя скорости, или прира- 
щения скоростей, найдутся съ помощ1ю алгебраическаго вычи- 
тан1я каждой скорости предыдущаго элемента изъ скорости послЬду- 
ющаго. 

Представнмъ себЬ некоторое переменное прямолинейное движе- 
нье, и выберемъ рядъ носл'Ьдовательныхъ положен1Й 1, 2, 3 и т, д. 
движущейся точки, отдЪленныхъ другъ отъ друга равными промежут- 
кам» времени; въ каждомъ изъ этихъ положен1Й скорости точки бу- 
дутъ вообще различны, кавъ и во всЬхъ нромежуточныхъ положе- 
н1яхъ. Обозначимъ упомянутыя скорости соответственно черезъ г-'^ , 
г\^ , г'з и т. д. Тогда очевидно, разности 



будутъ равны нулю, если движен1е равномерное; будутъ равны меж- 
ду собою, если движен1е равномерно ускоренное, и будутъ различ- 
ны, если двйжеше вооби1е какое нибудь переменное. Это занлючен1е 
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остается въ силЪ, какъ-бы близко ни были другъ къ лругу положе- 
Н1Я 1, 2, и кавъ-бы малы ни были промежутки времени ихъ отд'Ьля- 
ющ1е, лишь-бы эти промежутки были раввы между собою. Продол- 
жая такимъ образомъ сближать положения 1, 2, 3 и т. д. другъ съ 
другомъ, мы дойдемъ до ряда непосредственно слЪдующвхъ другъ за 
другоыъ элемектовъ пути. Разности V2'~V^, V^, — V^ и т. д. сдЪ- 
лаются безкопечно малы, но будутъ отличаться вообще другъ отъ 
друга при перемФнномъ неравном'Ьрно ускоренномъ движе}ии. Обозна- 
чимъ черезъ (IV безкопечно малую разиость скоростей въ какихъ нн- 
будь двухъ непосредственно другъ за другомъ слЪдующихъ элементахъ 
пути, черезъ й^— безкопечно малое время, въ течен111 котораго про- 
ходится одинъ элементъ пути. Если-бы движенье было равном'Ьрпо 
ускоренное, то на сл1;дующйхъ элементахъ пути повторялось-бы тоже 
самое приращение скорости на величину (^и; т. е. пройдя первый 
элеиентъ во время ^1, движущаяся точка получила-бы прирэщен1е ско- 
рости (^V\ пройдя второй элементъ она получила-бы при равном'Ьрно 
ускоренномъ движен1И опять приращеН1е скорости (IV; сл'Ьдовательно 
всего, по иотеченш времонп 2(И, получила-бы приращеп1е 2(^V, и т. д. 

Такъ какъ по истечен1и единицы времени точка прошла-бы-т-; элемен- 

товъ пути, получая на каждомъ приращен1е скорости (^у, то къ концу 

, 1 йу 

единицы времени скорость возрасла-оы на йу -п, или на -т., чтоипред- 

ставляло-бы величину ускорен1я онисаннаго равномерно ускореннаго 
движен1я. Но такъ какъ точка движется не равиом'Ьрно ускоренно, 
то приращен1е скорости (^-у не будетъ одинаково въ различныхъ эле- 

ментахъ; а следовательно не будетъ одинаково частное -^ (при чемъ 
элементы времени (И мы выбпраемъ всЬ одиаакнми). ТЬмъ не мен^е 

А» 
мы ножемъ однако опять разсматривать всякое новое -Ч1 , вакъ уско- 

рен1е, т. е. лриращен1е скорости въ единицу времени, того равно- 
мерно ускореннаго двнжен1я, которое пмело-бы место, если-бы точка 
начала двигаться съ даннаго момента времени, получая черезъ каж- 
дый элементъ времени сИ тоже самое приращен1е скорости (^г\ кото- 
рое она получила въ последнемъ элементе пути. 

Итакъ, мы можемъ составить себе следующее представлеше 
о переменномъ двнжен!». Разбивая его на безкопечно малые элемен- 
ты времени, мы дойдемъ до такихъ промежутковъ времени, въ тече- 
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Н1И которыхъ рижен1е будетъ равномерное, съ особыми скоростями 
для важдаго промежутка. Соециняя упомянутые промежутки по парно, 
мы получииъ новые, тоже безконечно малые, промежутки времени, 
1!ъ течен1и которыхъ движен1е можетъ быть разсматрпваеио, какъ 
равномерно ускоренное, съ особымъ для каждаго промежутка уско- 
рен1емъ; величина этого посл^дняго будетъ 

,^ 

(IV М (13) 

а = -,- пли а = -^гг > 

или по другому обозначен1ю 

Следовательно, всякое переменное неравномерно усюренное движе- 
Н1е можно назвать переменноускореннымъ, такъ какъ уско- 
рение въ немъ меняется отъ одного элемента времени къ другому. 
Изъ (13) мы видимъ также, что зная скорость, какъ функц1ю вре- 
мени, мы разыскиваемъ ускорение по скорости, какъ скорость по 
длине проЙденнаго пути. Приведемъ несколько примеровъ. 

1) Пусть зависимость между длиною пути и временемъ будетъ 
8 --; аЬ -(- Ы^ ; 
тогда зависимость скорости отъ времени будетъ: 

(И 
т. е. такъ выразится скорость, съ которою точка движется въ те- 
чен1и элемента времени, следующаго за момептомъ времени ^. Ско- 
рость въ конце времени ^-гй( будетъ очевидно 

V^ = а + 2Ь (^1 + <И) ; 

следовательно приращеп1е скорости въ течен1И элемента времени (?^, 
следующаго за моментонъ времекп (, будетъ 

откуда ускорен1е 

^/ = 26, 
т. е. постоянно для всякаго времени. 
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2) Пусть 



-. СП (_п — !){•'-''. 



Такъ какъ при криволинейномъ движен!!! скорости изменяются 
отъ элемента лутч къ элементу по направленш, то приращеи1е ско- 
рости не ыожетъ быть находимо еъ П0М0Щ1Ю алгебраическаго вычи- 
'тан1а, какъ въ случае прамолннейнаго движсн1Я. 

Ызм-Ьнен!!; направления и величины данной скорости мы можемъ 
представить сео*, кавъ результатъ приюженья къ этой последней 
некоторой новой скорости, отличной отъ первой по величинЪ и до 
направлен1ю. Предположимъ, что точка, двигаясь по шит АВ (рис. 21)) 
со скорост!ю ^47о, доходитъ до положен1я Д и отсюда мЪняетъ свою 
А 1! У» Ч" прежнюю скорость на скорость -ВК, , Та- 

кое пзм1;неН1е можно себЪ представить, какъ 
результатъ приложен1я къ прежней скоро- 
сти некоторой прибавочной скорости ВЛ^, 
которая, слагаясь съ первою АV^,, даетъ 
новую, какъ результирующую ВУ^. При- 
бавочную сворость мы находиыъ, вычитая 
геометрически пзъ последней скоро- 
сти ВУ^ первую ^17'(,. Сл'Ьдовательио, от- 
кладываемъ обЪ скорости при одной точкъ, 
положимъ В^ сохраняя нхъ величины и на- 
1'чс- 20. правлен1я; на отложенныхъ лин1яхъ .В Г,/ 

и -ВК^ строимъ параллелограммъ такъ, чтобы уменьшаемое Б К, было 
диагональю, а вычитаемое .В Г„'— стороною; тогда сторона 5 17^, при- 
легающая къ этой последней, представитъ искомую добавочную ско- 
рость. Точно также, если новая скорость ВУ^ при С изигняется 
опять въ скорость СУ^, то мы, вычитая геометрически нзъ по- 
следней первую, найдеяъ добавочную скорость СЛ^, обусловлива- 
ющую упомянутое изм'Ьиен1е, и т. д. Такпмъ образомъ мы ви- 
димъ, что движен1е точки но ломанной дин1н ^15С72>.Е., . можно пред- 
ставить себе сонровождающимся последовательными прирашен1ями 
скоростей: ВТТ^, ОТ/^., ВХ1^ и т.д., прибавляющимися въ прежнимъ 
скоростямъ БЬ точвахъ излома лие1и. 

Если мы представимъ себ'Ь, что колена ломанной линп! Д'Ьлаютса 
все меньше и меньше, то число измЪнешй скоростей будетъ делаться 
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все болЪе и болЪе, а следовательно— и число случаевъ приложения 
добавочныхъ скоростей, Бообразпвъ себЪ колена безконечно малыми, 
ны пр1Йдемъ въ криволинейному переменному движен1ю съ непрерыв- 
но излЬняющимися скоростями по величине и направлению; каждое' 
приращеше скорости наступаетъ тогда по прошеств1и безконечно ка- 
лаго промежутка времена, въ теченп! котораго точка проходить по пря- 
молинейному элементу г,воего пути; направлепхе прилагаемыхъ на важ- 
домъ элементе пути скоростей вообще не совпадаетъ съ направлен1емъ 
движен1а точки, Обозпачимъ черезъ АV безконечно малую величину гео- 
метрическаго нриращен1а скорости, которое получаетъ движущаяся 
точка, пройдя съ неизменяемою скорост1ю элеиентъ своего пути въ течении 

времени <И. Тогда -,,- представитъ очевидно то приращеп1е скоростп, 
которое получила-бы движущаяся точка въ единицу времени, если-бы въ 
каждомъ нзъ всЪхъ последующнхъ элементовъ времени, составляю- 
щихъ секунду, повторялось-бы тоже самое приращеше скорости ду "} 
но величине и по нанравлен1ю. Въ этоиъ смысле упомянутое част- 
ное можетъ быть названо ускорен1емъ вриволинейнаго дви- 
жен! я. Следовательно, обозначая черезъ д усворен)е при криволи- 
нейномъ дввжен1и, мы имЬемъ 

Лу цент. 

такое-же выражеН1е, вакъ {13}, съ тою только разницею, что здесь Лг' 
не можетъ быть определено непосредственнымъ алгсбраическимъ вы- 
читан1емъ другъ изъ друга двухъ скоростей, а должно быть найдено 
геоиетричесвимъ построен1емъ. 

Однако определеиге Ду легко свести къ алгебраическому вычи- 
тан1Ю, т. е. къ определен1ю приращен1Й скорости пряволинейнаго 
движен1я. Действительно, мы знаеиъ, что если йвижен1е точки намъ 
дано, то оно ыожетъ быть выражено въ виде трехъ прямолинейныхъ 
движен1й ея проложеи1й по оеямъ координатъ. Ускорен1я но осамъ ко- 
ординатъ мы находимъ съ помощш алгебраическаго вычитания двухъ 
безконечно близкихъ скоростей другъ изъ друга, и затемъ, по най- 
деннымъ тремъ ускореН1амъ, находниъ результирующее, какъ ихъ 
геометрическую сумму. Если движен1я проложен1Й даны относительно 



') Буквою Д мы будеиъ отличать безконечно иалое 11рирэщев1е 
.прилагйющевся въ этой последней геоиетрически. 



уСоо^к 



42 Глава I. Кинематика. § 7 

прявоугольныхъ осей кооррнатъ, какъ это бываетъ въ большинств'Ь 
случаевъ, то результирующая скоростей или ускорен)й проложен1Й 
будетъ представлена диагональю прнмоугольнаго параллелепипеда, по- 
строеннаго на слагающихъ скоростлхъ или ускорен1яхъ, какъ на ре- 
брахъ. Такъ канъ квадратъ этой д1агонадн равенъ сумм* квадратовъ 
трехъ реберъ, то обозначая ускорения по осямъ а;— овъ, у — овъ и 
г — овъ соотв'Ьтстветю черезъ д^., д^., д^, а результирующее уско- 
рен1е — черезъ д, мы будемъ им'Ьть 

д-'^д.' + д.'^зг, (15) 

гд'Ь сумма берется алгебраически. Легко также видеть, что косинусы 
угловъ ускорения д съ осями координатъ будутъ соответственно 

0^ 3_у ^^ 
<1 ' 9 ' 9 ' 
в что (^^)' 

Обозначая черезъ V^, ю^, ^.^ скорости проложен!!! по прямоугольныиъ 
осяиъ координатъ, мы ии'Ьемъ очевидно по (!;(): 



вслЬдстБ]е чего по (15): 



(16) 



^ ~ Ш) "" \^/' ^ '\А( ) ^\М^ 
шъ по (15)': (1^^' 

Такъ какъ нэправлен1е ускорения при криволннейномъ движеН1И 
не совпадэетъ съ напра8лен1еиъ движен1я точки, то мы можемъ 
разложить его для каждаго элемента пути на два ускорен1я: одно, 
совпадающее съ направленЕемъ движен1я, т. е. съ касательного къ 
траэктор1и, и другое, перпендикулярное въ этой касательной, т. е. 
направленное по нормали къ траэктор1и. Эти ускорен1я могутъ быть 
названы: одно — к асательнымъ или тангенп1альнымъ, а дру- 
гое— н ормальнымъ. 

Предетавиаъ себ'Ь некоторое безконечно малое прпращен1е ско- 
рости ВО (рис. У1), которое прибавляется къ скорости АВ по 
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перпендикулярному къ ней направлен1ю, и изм15няетъ ее въ скорость 
ЛС. Тавъ какъ длина ВС по предположен110 безконечно мала, то эта 
ЛИН1Я можетъ быть разсматриваема, какъ эле- 
мент'!, круга, опигаынаго рад1усомъ ВС. Но лн- 
Н1Я ЛС тогда должна будетъ представлять другой 
рад1усъ ТОГ!) же круга; следовательно мы будемъ 
имЪть АВ—ЛС, откуда завлючаекъ, что безко- 
^^'" ''^' нечно иалое перпендикулярное приращен1е ско- 

рости изм^няетъ только направлен1е скорости, но не ея величину. Точно 
также понятно, что ускорен1е, перпендикулярное къ данной скорости, 
изиЬнитъ въ течен!» безконечно малаго промежутка времени (пока 
приращеи1е скорости имъ обусловливаемое остается тоже безконечно 
мало) только направлен1е этой последней, но не ея величину. Въ 
случа* криволипейнаго двнжен1я вся скорость всегда перпендику- 
лярна къ нормальному уеворенш, ибо точка движется по траэктор1и, 
т. е. последовательно по безконечно малыиъ отрЪзкамъ каеательныхъ 
въ разныхъ элементахъ тра9КТор[И. Следовательно, нормальное уско- 
рен1е не изменаетъ величины скорости движен1я точки (т. е. скорости 
но траэктор1в), изм'Ьнен1е которой обусловливается ноэтоту только 
таигенц1альнымъ ускорен1емъ. Съ другой стороны, если бы нормаль- 
ное уекорен1е не существовало, то все ускореп1е совпадало бы по- 
стоянно съ 1!аправлен1емъ движен1Я, которое было бы въ такоиъ 
случае прямолинейнымъ. Итакъ, тангенциальное ускорен1е 
обусловливзетъ только измененге величины скоро- 
сти, нормально е — т олько изменен1е направлен1я ско- 
рости. 

Если точка движется, папримеръ, равномерно но кругу, то танген- 
циальное ускорен1е очевидно равно нулю, а нормальное направлено 
въ разный времена по рад1усамъ, которые перпендикулярны къ ка- 
сательнымъ. 

Обозначимъ черезъ ^, и д^ величины тангенц!альнаго и нормаль- 
наго ускорен1й, а черезъ (/, какъ прежде, величину полна го уско- 
рен1я. Тогда очевидно 

9 = 3.^-9^^ (17) 

9^=9г + 0^^- (17)' 

Определяя величины скоростей въ двухъ соседнихъ элементахъ 
пути и вычитая ихъ алгебраически другъ изъ друга (предъидущую 
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скорость изъ последующей), мы получнмъ очевидно оезконечно милое 
при|)ащен1е «елпчины спорости г1у, т. е. 11р11ра1Цен1е скорости по 
траэктор1и. Ускорен1е по траэвтор1и, т. с. тангсиц1альпое ускорение, 

будетъ поэтоиу -ч-, . СлЬдователыю, на основан!» (16) и (17), мы 

ыожемъ писать: 

IV <1у^ (?% й),-; й« , ^.„^ 

й^ = йГ + йГ + ^ = ^( + ^- ^^^^ 

\Ж) ^\Ж) -^\1Г) ^\Ш] ^^^ ' ^^^' 

при чемъ послТ.днее — для случаи, когда дв11жен1е дано по примоуголь- 
нымъ осямъ. 



§ 8. Равномерное движен1е по кругу. 

Въ ВКД1; примера на способъ разыскан1я уекореН1я, опредЪлимъ 
величину ускорен1я при равноы-Ьрномъ движеи!» по кругу. 

Пусть г будетъ рад1ус'ь даннаго круга, и V — скорость точки, дви- 
жущейся по немъ равном11рно. Обозначимъ черезъ Т время полнаго 
ооращен1я точки по кругу. 
Такъ как7. въ течениг зтого 
времени точна проходить рав- 
номерно длину круга, равную 
2'г.г, то 

Рнс. 22. 

Будемъ проводить изъ точки О (рис. 22) лии1и, равный по вели- 
чине и паправлен1Ю скороетямъ движущейся точки; т. е. все ско- 
рости, которыя точка въ разныя времена имеетт. на каждомъ эле- 
менте круга, отложнмъ при О. Все эти скорости будутъ равны между 
собою ![0 величине, но раалцчны по направлен1Ю. Соединяй концы 
безчисленнаго множества такимъ о5разонъ отложенныхъ при точке О 
ЛНЕ1Й непрерывною кривою, иы получимъ очевидно кругъ рад1уса V. 
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Два Оеаколечно Олизк1е 11ад1уса этого вспомогательнаго круга, ОВ' и 
0Ь\ представятъ двй скорости ВУ и ЪУ т двухъ сосЪднихъ элеиен- 
тахъ траэктор1и °). Прямая В'Ь\ которая, по Оезконечной близости ра- 
Д1усовъ ОВ' и ОЬ', совпадетъ съ элементомъ вспомогательнаго круга, 
будетъ представлять ту скорость, которую нужно придать къ ОВ', 
чтобы получить ОЬ'. Такъ какъ В'Ь' перпендикулярна къ рад1усу 0В\ 
то она оудетъ перпендикулярна въ ВУ-, кром'Е того направлеН1С отъ 
В' къ Ь' соотв'Ьтствуетъ очевидно направлен1ю отъ В къ центру 
круга Л. Цтакъ, ускорен1е направлено всегда къ центру круга. Вс- 
личина этого ускорен1Я будетъ -^т- , гдЪ а1 есть время, въ продол- 
жении котораго скорость ОВ' изменилась въ ОЬ', а рад!усъ вспомо- 
гательнаго круга, сл1;дуя за движущеюся точкою и двигаясь съ нею 
равномерно, прошелъ длину В'Ь'. Время обрашен1Я по своему кругу 
конца вспомогательнаго рад1уса будетъ тоже самое Т, что время 
обращен1Я дайной движущейся точки по ея кругу. Длина вспомога- 
тельной окружности есть 2^1». Следовательно скорость двишен1я конца 

2т.у 
вспомогательнаго рад1уса будетъ -~- , н стало оыты 

Л'Ь' = —р^г (^^, и, определяя пли Г, пяп у по (19]: 

Б'Ь' = -(И=-^^ (И, 
г 1 ' 

откуда заключаемъ, что искомое ускорен1е будетъ 

9 = ^=^^- (20) 

Если дано не время оборота, по число п оборотовъ въ единицу вре- 
мени, то 

« = !,, и ? = 471^Г. (20)' 



Найдемъ тоже ускорен1е другимъ способомъ, указанныыъ въ 
вонц!'. предъидущаго параграфа: сь помощ!Ю ускоренШ проложен1й. 

Проведемъ черезъ центръ круга (рис. %'А) дв* взаимно перпеи- 
дикулярныя ЛИН1И ОУ и 0-Х, и вообразпмъ движущуюся точку въ 

*) ЛИ1П1Г ВУш 0В\ Ь\ и ОЬ' Я0.1ЖГ1Ы Сыть 
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положен!» Ж Уголъ, который направлен1е скорости V образуетъ съ 
поюжктельнымъ направлен1(;лъ осп ОХ, обозначнмъ черезъ (V,x)\ ео- 
ответственный уголъ съ положительныиъ 
налравлен1емъ оса ОТ — черезъ {V,у). Тогда 
проложен1я скорости V на оси будутъ: 




^ ^г' С05 (г,ж), 



= Т1С0з(г.-,!/), 



= 0. 



Или, обозначая черезъ а уголъ рад1уса АМ 
съ осью ОХ, и замечая, что оч&видно 

СОЗ (1',Ж) ^=. — 8111 а , С08 (V,1/') :^ С08 « , 



., = — г' Бш я , 



Будемъ считать время отъ ломента, когда точка находилась въ В, 
на оси ОХ. Тогда очевидно, ВМ будетъ дуга, пройденная во время (, 
равная 1'*; но такъ какъ съ другой стороны В31 = лг, гцЬ г есть 
рад1усъ круга, то 






(21) 



гд4 величина - носатъ нааван1е угловой скорости точки около 
центра Л. Ускорен1я прямолннейныхъ двия;ен1й по лин1амъ ОХ и ОТ 
находятся, какъ мы знаемъ, съ помощ1ю алгебраическаго вычитания 
другъ изъ друга двухч. безвонечно бдизкихъ скоростей, въ два по- 
сл'Ьдующ1е другъ аа другонъ элемента времени; т. е. 



<г». 


Vсов-^I + ^^)- 


г' СОЗ 


л 


2 8Ш^С< + *)м 


Л. 



Но если о 
очевидно 



будетъ сд-Блано меньше всякой данной величины, то 



,(( + -) = 8т-(, 
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и сл1^д()вательно 



Точно такккъ же способомъ найдемъ: 



(22) 



со8(^,г/3 = ^': = — 8т«, т.е. (д,х] = 



(22)' 
и сл-Ьдовательно: 

5г=1=;^(/ + ^г/ = ^, или (/ = -; (23) 

а тавъ какъ далЪе 

соз (5г,з;)=^ = — сона, т.е. (з,ж) — тг — а, 

9 
то зак1ючаемъ. что ускорен1е направлено но рад1усу въ центру. 

■ — -ьжч- — 

Емп точка движется по кругу съ перем'1Ьнною скоростш, то 
мы, разсиатривая это движе111е въ эжелентахъ, кавъ равномерное, 
приходимъ къ завлючек1ю о сушсетвован1и ускоре1пя, направленнаго 
къ центру и равнаго по величине —, гдЪ г! различно для различныхъ 
элекентоБЪ окружности; всл'Ьдств1е чего нормальное ускорен1е, на- 
правленное къ центру, будетъ также изминаться со временемъ въ 
своей величине. Но тэкъ какъ скорость по окружности при этомъ 
изменяется, то кром! нормальяаго ускорен1я существуетъ въ даннояъ 
случаЪ — касательное, которое, слагаясь съ первымъ, даетъ полное 
ускорен1е, уже не направленное къ центру. 

Если путь движущейся точки иредставляетъ вообще какую ни- 
будь кривую, то мы можемъ себЪ представить окружности, проходя- 
1Ц1Я каждая черезъ три конца двукъ сосЬднихъ пряыолинейныхъ 
элементовъ кривой, при чемъ рад1усы этихъ окружностей будутъ 
вообще различны. Черезъ каждыя три так1Я безконечпо близк1Я точки 
на кривой мы можемъ провести очевидно только одну окружность. 
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Всякая такая окружность, совпадающаи двумя своими прямолинеп- 
ными элементами съ двумя элементами кривой, называется сопрн- 
касательною (въ отлич1е отъ касательной окружности, ко- 
торая совпадаетъ м> кривою только одииыъ своимъ элеиентом'1.; при 
чемъ черезъ два элемента кривой, определяющееся трем!! точками, 
ложно провести только одну сопрнкасательную окружность, а черезъ 
одинъ элемептъ кривой, опред'Ьляющ!йся двумя точками,— пезчксленное 
множество касательныхъ окружностей). Проведя сопрякасательные 
круги черезъ каждую пару элементовъ кривой, мы всю кривую 
разобьемъ на рядъ дугъ, принадлежащнхъ окружностамъ, съ различ- 
ными рад!усами, которые называются рад1усамп кривизны дан- 
ной кривой. Движепк'. точки по кривой иожетъ такимъ образом* раз- 
сматриваться какъ рядъ послЪдовательныхъ двнжен1Й по различнымъ 
окружностямъ. Ускорен1е каждаго пзъ этихъ движен1й ложетъ быть 
разложено на два; на ускорен1е по направленш къ центру соприка- 
сающейся окружности, центростремительное, и на угкореН1е 
ио самой окружности, т. е. по траэктор1и, которая въ разсматривае- 
мыхъ элементахъ съ окружностью совпадаетъ. Первое ускорен1е вы- 

разится черезъ — , гдЬ V есть скорость точки по траэктор1и для 

даннаго момента времени, а г — рад1усъ соприкасающагося круга; вто- 

рое ускорен1е оудетъ зт • Следовательно полное ускорен1е д опре- 

д'Влптся изъ формулы: 

' =' I й ) + \ж,' + \-ш) = 1и у' + ? ■ ("' 

При перемЬнномъ движенш по какой нибудь кривой, V \^ г вообще 
различны въ различныхъ положеи1ЯХъ движущейся точки на ея пути. 
При движен1И перемЪнноыъ по кругу, г? различно, но г остается одно 
и тоже. 



§ 9, Криволинейное Авижен1е, съ ускорен1емъ постоянной вели- 
чины и неизмЪннаго направления. 

Такъ какъ движен1е предполагается врпволннейнымъ, то уско- 
рен1е не совпадаетъ съ направлеп1емъ движен1Я. Пусть О (рис. 'II) 
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будетъ тотъ пунктъ пути, съ кото]>а!0 ты иачпнаемъ разсматривать 
дБижен1«, и пусть Од оудетъ по велпчинЪ и наиравленш представлять 
ускорен1е, прилагающееся къ движущейся точк-Ь въ этоиъ мЪст'Б ея 
путп. ПапраЕлен1е движен1я точки по элементу пути, 
?Г " проходящему черезъ О, пусть бупетъ представлено 
лин1ею ОГр, которая своею длиною и направл&Н1ен'ь 
-.V изобразить также скорость движущейся точки въ упо- 
иянутомъ элементй. иаы'Бнен1е скорости движущейся 
точки обусловливается приращен1емъ скорости, при- 
лагающимся въ направлен1П ускорения. Такъ кавъ 
двЬ слагающ1яея скорости даютъ результирующую 
въ той же самой плоскости, въ какой находятся сами, и 
такъ какъ въ разсматриваемомъ нами случа* ускорен1е по предполо- 
жен1ю не изм'Ьняетъ своего направле111Я для всЬхъ элементовъ пути, 
то точка будетъ двигаться въ плоскости, проходящей черезъ направ- 
ление ускорен1я Од и начальной скорости ОУ^. Эту плоскость мы 
выберемъ за плоскость рисунка. 

15ъ плоскости рисунка, черезъ точку О проведегь дв1; взаимно 
перпендикулярныя оси координатъ ОУ и ОХ, иуъ которыхъ первая, 
совпадая съ лин1ею Од^ пусть направляется въ сторону противопо- 
ложную ускорен1ю. Разсмотрамъ, каково будетъ ДБнжен1е по этпнъ 
лин1ямъ ироложен1й ва нихъ движущейся точки. Такъ какъ ускорен1е 
направлено перпендикулярно къ лин1и ОХ, то его составляющая по 
этому паправлен1ю будетъ пуль, и движен1с по оси ж^въ будетъ 
равно мерное; т. е. величина лроложешя скорости движущейся точки 
на ось ОХ въ различныхъ элементахъ ея путп будетъ одна и таже. 
Следовательно, достаточно знать скорость въ одномъ каковъ нибудь 
элеиентЪ траэктор1и, чтобы опред'Ьлить движен1с проложен1я движу- 
щейся точки по оси ж—въ. Такая скорость памъ дана въвидЪ г'„=ОК,„ 
скорости начальнаго элемента. Если мы обозначимъ черезъ а уголъ, 
который 0У(| д*лаегь съ ОХ, то очевидно величина проложен1я V,, 
на ОХ, т. е. величина V^, будетъ 

у, = у^ соза. (25) 

Длину путл, нроходинаго точкою по ОХ, мы считасмъ отъ начала 
координатъ О; время ^ буденъ считать также отъ момента прохожде- 
ния точки черезъ О. Следовательно длина пути, пройденнаго по осн 
X — оиъ къ копну времени I. будетъ 
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еоз X , 1 . 



Такъ кавъ усворен1е направлено въ протиноположную сторону оси 
у — овъ, то о5означивъ его величину черезъ д, мы найдемъ, что уско- 
рен1е по оси у — овъ должно быть положено равныиъ— ,<;■ Смыслъ 
отрицательнаго знака при д тотъ, что прибавочная скорость, обуслов- 
ливаемая уекорен1емъ, должна вычитаться изъ скорости, направленной 
въ положительную сторону по ОУ. Первоначальная скорость точки по 
осп у — въ будетъ очевидно равна проложен1ю па эту ось скорости Уц, 
т. е. равна V^■,&та■. Черезъ проыежутонъ времени Ь эта скорость, 
всл-Ьдств1е существован1я постоаннаго отр11цательнэгоускореп1я, будетъ 
г'; = г-ц51па— <?*, (27) 

и движение будетъ равноиЬрно укоспительпое. Пространство, прохо- 
димое во время I точкою, движущеюся по лин1и ОТ равноя'Ьрво 
укоснительно (т. е. равномерно ускоренно съ отрицательныяъ уско- 
рен1емъ), оудетъ яо (9): 

2/ = г■о8^па.^-|-^7<^ (28) 

Уравыеп1я (2)5) и (28) внолпЬ опред'Ьллютъ движен1е точки при 
установленныхъ памп выше услов1Яхъ. 

Уравпен1я (25) и {'Щ показываютъ, что движущаяся точка по- 
стоянно удаляется отъ лин1и ОУ, отъ которой ея раэетоян1е увели- 
чивается равном-Ьрно. Уравнен1Я (27) и (28) показываютъ, что въ тоже 
самое время движущаяся точка сперва 
удаляется отъ лин1и ОХ съ постоянно 
/^°р уменьшающеюся скорост1Ю, которая на- 

^^^^-"""П ~~^^^^ конецъ обратится въ нуль въ концЪ вре- 

— ]__._ -^Х^ мени ^„ посл-Ь начала движеи1я. Это 

^ время найдется изъ ур. (27), въ кото- 
роиъ мы должны положить V^ = О и 
/ = ;„, Получаемъ: 

Рис. 2й. 

О^^Г^&'ш'х—д!;^, откуда I: ^= — ■ (29) 

Въ течен1и элемента времени Ш, сл'Ьдующаго за моментомъ 1^, 
скорость точки по оси у—оъъ будетъ нуль, т. е. ея проложеше на 
мгновеше остановится на этой лин1И. ЗатЪмъ, когда будетъ 1>1^, то 
скорость V^ сделается отрицательною и таковою останется при даль- 
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Н'Ьйшемъ ДЕнженп!^ т. е. движенге будетъ направлено въ отркцатель- 
иую сторону оси ОТ (ыо рисунку сверху впиаъ), и точка будетъ 
приближаться опять къ лйн|я ОХ. Разстоян1е ОВ точки поворота отъ 
оси ОХ, которое мы обозначимъ черезъ !/„, найдется изъ уравн. (28), 

, , V,. 8111 я п 

гдБ мы должны положить г/=Уо '' ^=^^а = ~^■- — ^ Получаем.: 

Полагая ^ = ^,^ въ ур. (26), мы найдемъ разстоя[[!е х^=ОВ, на 
кавомъ движущаяся точка во время поворота будетъ отъ лйн1и ОТ. 
Находивъ; 



(31) 



Скорость V точки по траэктор1и найдется изъ уравнен1я 



которое на основанк (25) и (27) обращается въ 

г)= = г-а^ — 21-0 ^ 5ш а . ^ -Ь дН^ . (32) 

Для момента времени ?„ эта скорост;, обращается въ 

г'уСоза, т. е. въ и^- 
Квадратъ скорости, слагаясь изъ квадрата постоянной скорости V^'' и 
квадрата перекЪнной скорости г',.', изменяется съ этою последнею, 
«нерва уменьшаясь до точки поворота, гд11 скорость г?у, а следова- 
тельно и V, дестигаютъ своей наименьшей величины, и зат^иъ по- 
стоянно увеличиваясь. 

Отъ точки поворота I) ироложен1е движущейся точки пойдетъ 
по ЛИН1П ОТ назадъ; сама же движущаяся точка отъ поворота Р 
йудетъ приближаться къ оси ОХ, и накопецъ ее перес*четъ. Время 
пересЪчен1я ^^ определится изъ ур. (28), въ которомъ мы должны 
положить 1^=1-1 и у=:0. Получимъ: 

= 1\,5\а'%. г. 



= 0, иди ; Н^!"" ^_2*^; (33) 
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т. е. движущаяся точка псресТ,кас1 ь ось х — овъ при начали двнж;;- 
шя, потомъ черезъ промежутокъ времени („ достпгаетъ иаивысшаго 
положен1я надъ этой осью, и черезъ такой же промежутокъ времени 
опять опускается до нея. Разст1)я1пе отъ начала координатъ второй 
точки перес'Бче1ПЯ траэктор!и съ осью х — овъ мы нолучпмъ пуъ 
ур. (26), гдЪ должны положить 1 = ^1 [по (1^3)] и х=--Х-1, псколому 
разстоя1ПЮ. Тогда оудемъ им1ть: 

Т. е. об* точки перес'Ьчен1я лежатъ па одипаковыхъ разстояпп1Хъ отъ 
вершины траэктор1н. 

Скорость г»!! проложен!я движущейся точки, когда оно вернется 
опять къ м1',сту исхода, найдется изъ ур. (27-), гд1 должно положить: 
Vу^V^^ и ^=:^^^. Получимъ: 

у^.^ = ;;„81па — 2(;„81па^ — 1\)51пя , (35) 

БСлЬдств1е чего скорость но траэктор1и во кремя ;^ будехъ 

т. е. та-же, что начальная скорость. 

Накояецъ, исключая I нзъ ооонхъ уравпопй (20) я (2Ь), мы 
получаелъ, какъ было о^^ъаснено въ нримГ.чан!» къ § 1, урапие- 
н1е траэктор1н. точки: 

(/ = а:1^а — ж\-„-^,— , (37) 

которое, какъ учитъ насъ авадитическая геометр1я, представляетъ 
параболу, кривую, получаемую отъ перес'Ьчен1я поверхности круг- 
лаго прянаго конуса плоскост1ю, параллельною одной изъ его обра- 
зующихъ. 



§ 10. ОпредЪленге длины пути по даннымъ сноростямъ. 

Если скорость V движущейся точкп въ течен1И какого ннбудь 
элемента времени (Ы дана, то длина соотв'Ьтстьующаго элемента п\тп {1.4 
определится, какъ пространство, проходимое 1!авномЬрпо со ско1и1ст1|(1 
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ф въ ■1е'1ен1н безконечно малаго промежутка времени Ш, т. е. какъ 
произвеяев1е VЖ. Если даны скорости г'1, V^, г\ г?„ соответ- 
ственно для важдаго изъ безчисленнаго множества безвонечно валыхъ 
элементовъ вреяени, на которые кожетъ быть разбитъ какой нибудь 
конечный пролежутокъ времени ^, то длина пути 5, проходииаго точ- 
кою въ течен1н упомянутаго промежутка времени съ перем1;11Н0Ю 
«корост1ю, будетъ равна очевидно суммЬ пространствъ, проходимыхъ 
въ различные элементы времени, т. е. 

8 = V^а^ + V^й^^V^(и юЛ, (щ 

гдЬ слагаемыхъ въ суммЪ будетъ безчисленное множество и каждое 
слагаемое, т. е. каждый членъ суммы будетъ безконечно ыадъ. Эле- 
менты, на которые мы дЪлимъ данный промежутокъ времени Ь, могутъ 
быть выбраны произвольной величины, лишь бы они были безконечно 
малы; такъ напривЪръ, мы можемъ ихъ выбрать безконечно малыми 
и равными другъ другу. Въ такомъ случа'Ь элементы пути, т. е. про- 
изведеН1а V^Ш, г^сН и т. д., будутъ тоже безконечно малы, ибо ь^, г\ 
НС безконечно велики; но эти произведен1я уже не будутъ произ- 
вольны, а каждое будетъ въ опред1;лепнос число разъ болЪе вели- 
чины элемента времени. 

Интегральное исчисление учитъ насъ, какимъ образомъ находить 
сумму, состоящую изъ безчисленнаго множества безконечно малыхъ 
слагаемыхъ, изменяющихся по известному данному закону. Возмож- 
ность нахождеп1я сумиъ такого рода, какъ (38), мы пояснимъ не- 
сколькими примерами. 

Ксли движен1е равномерное, то очевидно 1\=ъ\^у^ ■ ■ -^^ь'^. 
Следовательно, выражеп\с |"38) обращается въ 

5 = г? . пд,1 , 

где V обозначаетъ постоянную скорость движен1я, а п представляетъ 
число (безконечно большое) безконечно малыхъ промежутковъ вре- 
мени, на которые мы делимъ весь данный конечный промежутокъ 
времени Ь. Следовательно пМ^=Ь, и 

Пусть движен1е будетъ равномерноу своренное, и скорость къ 
концу времени I выражается черезъ 
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Тогда скорость въ начальномъ элемент!,, т. е. для времени 1 = 0, 
будетъ V|,\ длина соотв'Ьтствующаго элемента пути будетъ ^„сй, т, е. 
длина пути, проходимаго въ нромежутокъ времени М, сл'Ьдующ1й за 
монентомъ 1=^0. Еъ концу времени йЬ скорость будетъ V^,-^ дИ; 
длина пут», проходимаго съ этою скороспю будетъ {у^Л-дй()Ш. Къ 
концу времени 1(11 скорость будетъ г'^ + 5'^^^; длина пути, проходи- 
маго съ этою скороет1Ю въ сдЪдующШ за времеиемъ 1^1 промежутокъ 
времени ё1, будетъ {V|,-\-д%А^)М. Наконецъ длина пути, проходимаго 
въ послЪднШ и— ный элементъ времени, сл'Ьдующ1Й за «оментомъ 
(и — Х)д.1, будетъ \р^Л-д{п — ХуЩМ. Следовательно длина пути, про- 
ходимаго во ЕС* п элеиентовъ времени, т. е. во все время I, будетъ 

$ = V^с^^-^{у^, + д^ЩА^ + {V^-\-д2(1^)а^+ [ь^Агд{п—\)М]М 

= г>„и(-г(Ч- йг(йО'(1 + 2 Ч- 3 -Ь - - • ■« — 1). 
Такъ какъ сумма натуральныхъ чиселъ, до числа Л'', выражается 
черезъ 5 (^У+1)^, то наша предъидущая формула обратится въ 

8==V^пй^ + ~дАеп{п—].) 



или такъ какъ п<И=^1, 



Ч'^^2^*'^~2^^'^^' 



но й1 ножетъ быть сд'Елэно меньше всякой данной величины; следо- 
вательно 

Т. е. известная уже наиъ формула (У), 

Очевидно, что, для определен1я длины пройденнаго пути, намъ 
достаточно знать только величину скорости для каждаго элемента пути, 
но не ея паправлен1е. Но длина пройденнаго пути, безъ данной его формы, 
не определяетъ вполне двпжеН1я, Если же намъ даны все три проложен1я 
скорости на данныя оси координатъ, то находя пространства, прохо- 
димыя точкою по осямъ координатъ, мы определяемъ темъ саиымъ, 
для всяваго момента въ данпомъ промежутке времени, ея цоложен1я 
въ пространстве; следовательно вполне определяемъ ея движен1с въ 
упомянутомъ промежутке времени. Кроме скороети^при этомъ намъ 
очевидно должна быть дала та точка въ пространстве, отъ которой 
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дв1шен1е начинается, или отъ которой лы начпнаемъ разсматривать 

Д1!ИЖ(5Н1е. 

Пусть Жд, Уо, г^ будутъ координаты движущейся точки для вре- 
мени 1=^0\ пусть V^, V,, V^ будутъ слагающ1я скорости по осяиъ 
координатъ, данный для важдаго момента извЬстнаго промежутка вре- 
мени, отъ ( = до ^ = ^ т. е. выраженный кавъ функц1И времени. 
Тогда, обозначая для краткости алгебраическую сумму вида (38), 
взятую по элементаяъ времени между упомянутыми выше пред1;лами 
О и (, черезъ 2:1?(?(, мы будемъ им^ть сл^дующ1я выражен1я для 
координатъ движущейся точки во время I: 

г/ = г'о + IМ^ , С39) 

.г = г„ + 1 УгсН . 

Выражен1я (39) суть очевидно уравнен1я двпжен1я, р'Ьшающ1я 
ЕПОЛН'Ь задачу о нахожден1и положен1Я движущейся точки въ любое 
время I. 

11роизведен1е екоро1'ти на время, какъ вообще всякое количество, 
составленное изъ двухъ множителей, можеп. быть представлено гра- 
фически въ вид!; плошади Н'Ькотораго прямоугольника, числовая вели- 
чина сторонъ котораго равна соотвЬтственно числовымъ велнчинамъ 
того и другаго изъ производителей. Действительно, вообразимъ себ'В 
прямоугольнвкъ, основан1е котораго заключаетъ въ себ* столько 
единицъ длины, сколько данное время I сек. — ■ едннинъ времени, а 
высота котораго заключаетъ въ себ11 столько единицъ длины, сколько 
данная скорость «"^^ — единицъ скорости. Тогда площадь такого пря- 
моугольника будетъ равна V^, и будетъ заключать въ себЪ столько еди- 
ницъ площади (т. е. цент.'), сколько пространство 5 цент., проходимое 
равном'Ьрно во время Ь со скорост1Ю V, содержитъ единицъ длины. 

Такъ какъ всякое перем'Ьнное движен1е иожетъ быть предста- 
влено въ своихъ элементахъ равном'Ьрнымъ, то пространство, прохо- 
димое въ каждый эленентъ времени </(, можетъ быть выражено пло- 
щадью прямоугольника, съ основан1емъ сИ и высотою, равною V, т. е. 
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скорости Еъ (аптв1.тгтв5Н1Шеиъ элементЬ. Сумма площадей бизчислен- 
наго множества такпхъ безконечно у,ч- 
кихъ прямоугольниковъ (рие. 26) вы- 
разитъ пространство, проходимое въ 
определенный конечный проиежутокъ 
времени. Эта сумма представить пло- 
шать, заключенную между примой 0{, 
двумя нерпендпвулярныип къ ней пря- 
мыми ОКп и /Т^, и ломаною Л11Н1Ю К„1^, 
Р"с- •■^^> которая, съ умепьпичиемъ промежут- 

ковъ М, обратится въ непрерывную кривую, называемую кривою 
скоростей. Если дано какое нп5удг. соотношен1е, определяющее 
каждую скорость V по каждому данному времен» I (т. е. если г да- 
на въ функцп! ^), то кривая скоростей построится также, какъ вся- 
кая вообще кривая, для которой дано соотноше1пе между координа- 
такп ея точекъ (см. § 1), Следовательно при построен!!! выражен1Я 

мы должны разсматривать всякое /, какъ координату х (абсниссуЗ 
какой либо точки плоской кривой, а г— какъ соответствующую ко- 
ординату у (ординату). 

Для равномерноускореннаго движен1а, гдЬ 

кривая скоростей будетъ прямою лин1ей. Дей- 
ствительно, построивши (рке. 21) а5списсу ^ и 
ординаты г',, и V, мы проведемъ лишю ь'/"„, па- 
раллельно 01; затемъ ностропмъ ординату г\ со- 
ответствующую абсциссе I'. Такъ вакъ 



V' — г'о С ' 

последняя нропорц1я ноказываетъ, что точка V' лежитъ всегда на 
третьей стороне прямоугольнаго треугольника VдV^;,V\ следовательно 
лишя скоростей, между V^ и г\ есть прямая. 
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Площадь фигуры ОVаV^, состоя изъ прямоугольника Ог'/'ц^ 1 
прииоугольнаго треугольника V^V■^\у, будетъ равна 



= г^,1 + -91\ (39)' 

и выразитъ пространство, пройденное равном-Ьрпо ускор1'Н1[о во время 
(, еъ ускоренкмъ д и съ начальною скоростш ^ц. 

Сводя опред11лен1е пройденнаго пространства на вы'шслеше пло- 
щадей, мы т-^мъ не избЪгаеыъ однако суммован1я безконечно ма- 
лыхъ велнчинъ, ибо для определения площадей, ограниченных!, кри- 
выми лишяхн, мы имЪемъ только одинъ способъ— разбивать эти пло- 
щади на безконечно малыя части, которыя можно-бы было разсматри- 
вать, какъ ограниченныя прямыми лин1ями. Только площади фигуръ, 
огранЕченныхъ прямыми л1Ш1ями, мы можемъ непосредственно срав- 
нивать, при помощи наложешя, съ принятою нами единицею площади 
(т. е. съ квадратомъ, стороны котораго равняются единиц* длины) 
или съ конечными частями зтой единицы. Следовательно, только при 
равномЪрно ускореннолъ движен1п мы можемъ определить пройденное 
пространство непосредственно безъ помощи суммован1я безконечно 
малыхъ путей. 

ТЪмъ не менее сведен!? определец1Я пути къ определешю пло- 
щади можетъ иметь ту выгоду, что при вычислен1И площади мы мо- 
жемъ разбивать ее на безконечно малыя части разнообразными сио- 
сооамй, выбирая при этоиъ такой способъ разбпван1Я, при которомъ 
сумиоваше частей можетъ быть произведено всего легче. НаиримЪръ 
предноложимъ, что зависимость скорости отъ времени представлена 
уравнеи1емъ 

V = |/а^^1Г^2 , (40) 

для промежутка времени между ^=(У и ^ = а. Для определешя про- 
странства, пройденнаго точкою отъ начала движен1я, т.е. отъ ^ = 0. 
до какого нибудь момента между О и й, намъ нужно-бы было искать 
такую сумму безконечно малыхъ велнчинъ: 

Не выполняя непосредственно суммован1я, мы посмотримъ сперва, къ 
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опрсдЪле111ю площади какий криеоп сводится нахожден1е искомого 
пространства. 

Строя кривую по ур. (40), мы впдимъ, что 
(.■корость Еъ начал*, при ^ = О, ниЬетъ наиболь- 
шую величину «, которая на рисунн'Ь (рис. 2Ь) 
выразится лин1еш ОЛ: зат-Ьмъ скорость умень- 
шается и при ^ = а (на рис.: ОВ) делается рав- 
Рне. 28. 513 нулю. Для какого ннбудь промежуточнаго мо- 

мента времени, опред'Ьляемаго абсциссою 01, иы вычисляемъ орди- 
нату ^С или Ои по ур. (40): 

Оу = [/V — б^'' , откуда Оу^ -\- 01"^ ^ я^ = ОС ; 
следовательно разстолп1е ОС какой либо точки на кривой скоростей 
отъ начала воординатъ всегда равно я, откуда заключаемъ, что кри- 
вая АВ есть дуга круга, рад1уса а, центръ котораго въ О. Искомое 
пространство, для времени ^=^0^, выразится суммою площадей пря- 
моугольнаго треугольника 0С1 и сектора круга ЛОС, причекъ каж- 
дая изъ площадей, составллюшихъ эту сумму, уже не будетъ им^ть 
иепосредственнаго кинематическаго значен1я. 

Для опред*лен1я площади сектора мы, какъ известно, разбиваемъ 
дугу АС на безчислснное число и прямолинейныхъ элементовъ, дли- 
на каждаго изъ которыхъ будетъ ; всл'Ьдств|е этого сенторъЛОС 

разобьется на безконечное множество треугольниковъ- основан1емъ каж- 
даго изъ ннхъ будетъ элементъ дуги, а высотою— рад1усъ круга; каж- 

а АС 

дал такая элементарная площадь будетъ очевидно равяа-д ■ -^ ; сумма 

изъ п такихъ площадей будетъ -^а.АС. При этомъ опять, площади 
элементарныхъ треугольниковъ, сукмовашемъ которыхъ мы находимъ 
площадь сектора, не нмЪютъ никакого иепосредственнаго кинемати- 
ческаго значен1Я, въ род11 того, какъ элементарныя площади, съ по- 
М0Щ1Ю которыхъ могутъ-быть представлены члены суммы (41). Обо- 
значимъ черезъ « уголъ АОС, т. е. длину дуги, которая описана изъ 
точки О рад1усомъ единицею въ томъ-же углФ ^ОС Тогда очевидно, 
ЛО^а.а.^^ площадь сектора = 2- а^я. Сл-Ьдовательно искомое про- 
странство 5 выразится такъ: 

5 = |о(.СС-^-^аЧ, 
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нли такъ какъ 




Если известны тригонометрическ1я количества еш, сой, 1§, относя- 
Щ1ЯСЯ къ какому нибуль углу «, то уголъ этотъ мы счнтаемъ вполне 
оприд*1еннымъ и изображаемъ такимъ образомъ: если 

Б1П а ^ а , С08 а = 6 , (§ а = с , 
то 

а = агс . Н1П а = агс . сов Ь = агс Л^с , 

ЧТО обозначаетъ; дуга !' есть такая, которой 8111 есть н, соэ есть, Ь и 
т. п. Сл'Ьдователъно мы вожемъ писать: 

8 := Ь /а^-^^' ^\и' агс .ш^-- (42) 



§ П. Опред'Ьлен1е движения по даннымъ ускорен!ямъ. 

Предположимъ, что намъ дано ускоренье д^ для элемента вре- 
мен» (И, слЪдующаго за моментомъ времени начала ДБИжен1я, направ- 
ленное но траэктор1и движущейся точки: тогда величина скорости точки 
къ концу этого элемента времени возрастаетъ на величину ^1(?(, и если 
для предыдущего элемента времени скорость была V^ , то для послЪ- 
дующаго — она будетъ V(,-\-д^^и■, если зат'Ьмъ будетъ дано ускорб' 
н1е д^ (тоже тангепц1альное) для элемента времени, сл-Ьдующаго зе 
моиентомъ Ш^ отъ начала дьижешя, то къ концу этого элемента ско- 
рость возрастетъ еще на д2^^, и въ течен1и слЪдующаго элемента, 
т. е. до конца времени 2(?^, она будетъ г1у+^1(?(4-5'2<^'1 ит. д.. Такимъ 
образомъ, черезъ некоторое безконечно большое число п безко- 
нечно малыхъ промежутковъ времени (И, изъ которыхъ состоитъ 
некоторый конечный промежутокъ времени, отъ начала движения 
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начальная скорость увеличится на 

д^1Ип'91'^* + 9з^^^ ■ ■ • ■9'^-1'^1+0'Ли.. (48) 

и эта сумма, будучи придана къ скорости псрвоначальнаго элемента 
(^съ котораго мы начинаемъ рассматривать движеше), выразитъ ско- 
рость въ теченп! элемента времени Ш, сл'Ьдуюшаго га нромежуткоиъ 
■п^1 = 1^ отъ начала движешя, Сум!йован1е (43) опять мож(;тъ быть 
приведено къ нахождепш площади кривой ускореп1Й, которая 
строится но уравненш 

выражающему зависииость д отъ времени, приченъ различныя вре- 
мена откладываются как-}, абсциссы, а соотв'ЬтствуюЩ1Я величины 
д — какъ ординаты. Вообще мы видимъ, что скорость по даннымъ тан- 
генц1альны)1Ъ ускорен1амъ находится съ понощ1Ю такихъ-же суммова- 
Н1Й, какъ проходимое пространство — по даннылъ скоростямъ. Цзъ (43) 
легко вид'Ьть, что если ускореше д будетъ постоянно, то прпращен1е 
величины скорости будетъ, черезъ промежутокъ времени I, д1, а са- 
мая скорость, если г\,1)удетъ начальная ея величина: 

г.,^9^. 

Если ускорен[е (тангснц1альное) возрастаетъ 11ронорц10налыю врелени 
и вообще будетъ 

д--.а-тЬ1, 



то, при начальной скорости г\,; 

, , 1 



2"'> 



Тавъ какъ, по даннымъ тангенц1альныйъ ускорен1нмъ, первона- 
чальной скорости и положен1Ю точки исхода, мы можемъ определить 
только величину скорости по траэкторп! и длину пройденнаго про- 
странства, то вообще движен1е не определяется вполн* выше упомянуты- 
ми данными, ибо остается еще неизвестною форма пути. Дляполнаго опре- 
делен1я движен1я наяъ нужно знать, кроме величины скорости, еще ея 
направлеше въ каждовъ элементе, т. с. другими словами, направлен1е 
каждаго элемента траэктор1и. Величину и направлен1е скорости мы бу- 
демъ знать, когда она дана намъ своими тремя слагающими по осямъ 
координатъ (обыкновенно прямоугольным!.), ибо тогда мы знаемъ не 
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только величину д1аго[|ал», представ 
скоростей, но и ея 11аправле111е: 



яющей результирующую этйхъ 



соб(с,^) = - , 



1-^ -г -о? П С08(«,Л'} = 



(44) 



Для того-же. что-(1ы инать всЪ три скорости по осииъ координатъ мы 
должны знать всЪ три ускорения, т. е. полное ускореп1е, данное его 
тремя слагаюшимп. 

Мтакъ, двнже!11е вполне опред'Елено, когда даны заразъ: 1) по- 
ложен1б точки похода, 2) скорость нервоначальнаго элемента, по вели- 
чине и направлен1Ю (т. е. обыкновенно — ея слагающ1н по осяиъ коорди- 
натъ) п 3) полное ускорение для наждаго элемента времени, по величине 
и направлен110 (т. г. опять его слагающ1я по осям'Ь координатъ). 

Пусть нанрииЬръ точ- 
ка О (рис, 29) предста- 
вляетъ собою начало дви- 
жеП1Я, ЛМН1Я АЪ^V^., по 
велнчннЬ и наираЕлен1ю,— 
скорость начадьнаго эле- 
мента , ЛПН1П д^, ^2 , 

(/; ^ускореи1я въ 

концахъ перваго, втораго 
и т. д. элементовъ Найдемъ 
посл'Ьдовательнымъ постро- 
ен1емъ эленентовъ путь дви- 
жущейся точки. Какъ обык- 
новенно, опред'Ьляемъ эле- 
менты пути Бъ томъ пред- 
иоложеши, что каждый изъ 
ппхъ проходится въ рав- 
ныя, но безконечно малыя, 
времена й1. Лпн1я Оу^, па- 
раллельная и равная Л-В, от- 
ложенная отъ точки О, даетъ 
^ "'■■ "^"'^ направлеше перваго эле- 

мента т]1аэвтор1и. Длина перваго элемента будетъ ^Ь^ = V,/М. Зат*мъ 
лин1я, параллельная и равная д^, дастъ иаправлск1е пр11ра1це111я сьо- 
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ростп въ К0НЦ11 иерваго ;^ле)1е1!та времени; длина д^^(И, отложенная 
на этой ЛИНП1, дантъ величину этого приращен1!1; диагональ параллело- 
грамма, построеннаго на скоростлкъ ь-^ а д-^(^^ дастъ, по величин! и 
направлешю, скорость V^ во второмъ элементе пути; длина этого эле- 
мента будетъ (^8^=г\4^. ЗатЪмъ, такимъ же образомъ складывая 
скорости 1\ и д.^М, опред'Ьляемъ скорость ^^ третьаго элемента и 
его длину й$^=1-^Ш, и т. д. Такимъ образонъ построииъ, элементъ 
за элементомъ, весь путь точки. Возможность описаннаго ностроен1я 
показывает!», что вышеприведенныя данный вполн* опредЬляютъ дви- 
жен1е. Но мы не имЬемь средствъ производить оезчиеленное множе- 
ство геокетрическйхъ сложен1Й, не выполняя действительно безко- 
нечнаго числа построен1й д1агоналей параллелограмиовъ; доэтоку 
мы сводимъ опред'Ьлен1е движен1Я по траэатор1и къ разыскан1Ю 
движешй по прямолинейныяъ осямъ координатъ, при каждомъ изъ 
иоторыхъ ускорен1а направлены но ли!11янъ движенш; тогда сложен1Я 
скоростей сводятся къ алгобраическпиъ суимован1ямъ, которыя выпол- 
нить мы можемъ, какъ-бы ни было велпко число членовъ суммы. Въ 
§ 9 мы плЬли прим'Ьръ подобнаго рода нзслЬдовэн^я, гдЪ мы, по дан- 
ному ускорен!ю проложен1Й, по начальной скорости и по данной точвЬ 
исхода, определяли движен1е. 

Обозначпмъ черезъ ъ\°, V^'^, 1?/' данныя первоначальныл скоро- 
сти по осямъ координатъ, черезъ д^, ду . ^,—- ускорешя но тЪлъ-же 
осямъ, представлекныя какъ фуикц1и времени. Тогда скорости V^ , 
Vу, ь\, которыя будетъ им'Бть по осямъ координатъ движущаяся точка 
къ концу времени (, представятся такпмч. образомъ: 

1^,^1\-''+1д,^(, (45) 

^^ — г'/ 4- Е дЛ , 

где суммы берутся но всЬмъ элементамт) времени въ пролежутк-Ь 
отъ ^ = до ^ = ^. ОнредЪливъ изъ (45) скорости въ зависимости 
отъ времени ^. мы съ помощ1Ю урр. (39) найдемъ положение точки 
относительно данныхт. осей для всякаго времени, т. е, рЪшимъ вполне 
задачу о ДБИжен1и. 
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§ 1*^. Кинематика неизменяемой системы точекъ. 

Совокупность н^сколькихъ движущихся точекъ называется во- 
обще системою движущихся точекъ. Если каждая точка системы 
можетъ передвигаться независимо отъ другихъ точекъ той-же системы, 
т. е. тавъ, какъ будто-бы этпхъ послЪдпихъ не было, то система назы- 
вается системою свободныхъ точек ъ. Если какое нибудь пе- 
реы'Ьщен^е одной точки обусловливаетъ собою перем-ЬщеН1Я другвхъ 
точекъ, то система называется системою не свободныхъ или 
связан ныхъ точекъ. Система несвободныхъ точекъ ложетъ быть 
сама по себЪ свободною или несвободною, смотря по тому, 
можетъ или не можетъ такая система перем-Ьщаться во всЬ стороны, 
заразъ всМи своими точками одинаково и безъ 11змЪпен1Я отиосн- 
тельнаго ихъ расположен1я. Твердое тЬло въ простракствЪ предста- 
вляетъ прин'Ьръ свободной системы связанных ъ точекъ; 
твердое тЪло на плоскости — прииЬръ несвободной системы 
связан ныхъ точекъ. 

Какова-бы ни была система точекъ, всякое ея дввжвн1с иы ио- 
жемъ разсматривать, какъ состоящее нзъ двухъ: однаго общаго всЪяъ 
точкамъ, и другаго — относительнаго, въ сравнешп съ какою нибудь 
произвольно выбранною точкою той-же системы. Действительно, ско- 
рость каждой точки для каждаго момента времени мы можемъ раскла- 
дывать на дв'Ь, изъ которыхъ одна будетъ равна по величин! и на- 
правлен1Ю скорости некоторой произвольно выбранной точки системы, 
и будетъ для вс'Ьхъ точекъ, стало быть, одна и таже, а другая вооб- 
ще для разныхъ точекъ будетъ различна^ первая* скорость обусло- 
витъ одно изъ Бышеупомянутыхъ двухъ движеН1Й, вторая — другое. 
Очевидно, что только относительное движение точекъ системы зави- 
ситъ отъ характера ея связности, и при изучен1и этого движе- 
ния мы можемъ одну изъ точекъ системы разсматривать, какъ не- 
подвижную. 

Неизменяемою системою называется такая, точки кото- 
рой не могутъ изменять своихъ взаииныхъ разстоян1Й. Точки абсо- 
лютно твердаго тЪла представляютъ прим^ръ такого рода системы. 
Следовательно въ ней должны также оставаться иеизменными раз- 
СТ0ЯН1Я ея точекъ: 1} отъ всякой точки неизменно связанной съ си- 
стемой, %) отъ какой нибудь прямой, проведенной между любыми 
двумя точками, или припадлешащпмп къ систем11,или вображаемыми, но 
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съ нею нензя'бнно свя^аиными, '^) отъ плоскости, проведенной черезъ 
любыя три точки, при1Ш[1лежащ1Я€ист«яь иди съ оноюнензмЬнносняаан- 
ныя. СлЬдоватсльно, если мы вообразнмъ н1;которыя оси координатъ, 
неизм'Ьннымъ образоиъ связанныя съ системою, т. е. проходящая всегда 
черезъ однЪ и тБже е;г точки (очевидно четыре точки опред^лятъ три 
так1я оси вполне), то координаты точевъ системы относительно этнхъ 
осей, при Бснкоиъ движен1п системы, останутся неизмЬннымн. 

Такъ какъ изучипе тЬхъ родовъ движен1я всякой системы, ко- 
торые характеризуются свойствами связности этой послбдней, сво- 
дится къ пзучеН1ю движеП1Й ея точекъ около одной неподвижкой, но 
произвольно выбранной, то мы и обратимся прежде ^сего къ движе- 
шю неизм'Еняемой системы около неподвижной точки. Пусть О бу- 
детъ некоторая неподвижная точка системы; тогда всякая другая 
точка А может'ь около нея двигаться не иначе, какъ оставаясь отъ 
О на неизм'Ьнномъ разстонн1и. Всё точки, лежащ1я на поверхности 
сферы рад1уса ОЛ, около точки О, должны оставаться на этой сфе- 
р4, нерем'Ёшаясь только по ея поверхности, Вообразннъ как!я ни- 
будь дв!-. точки Л а В (рис. ВО), лежащая на этой поверхности; 
носл'!; какого нпбудь перемЪщен1я (конечнаго илн оезпонечно малаго) 
положение этихъ точекъ на той-жс сфер-Ь будетъ Л' и В'. Дуги боль- 
шихъ вруговъ (центръ которыхъ въ О), про- 
веденныкъ отъ А къ В л отъ А' къ В\ бу- 
дутъ очевидно равны между собою, такъ какъ 
разстояюя между точками системы неизмен- 
ны ''). Сосдннимъ дугами большихъ круговъ 
точки Л съ А' и В съ В':, черезъ середины 
^"'^' ^''- этихъ дугъ, Ж и Р, проведемъ опять оольш1е 

круги, перпендикулярно къ АА' а ВВ'. Тогда очевидно, каждая точка 
круга ЕС будетъ одинаково отстоять отъ точекъ А и А'\ точно 
также каждая точка круга ^'^оудетъ одинаково отстоять отъ В а В'. 
Следовательно, для точки С перес'Ьчен1я дугъ ЕС и ЕР, мы будемъ 
им'Ьть; АС = Л'С и ВС = В'С, откуда заключаемъ, что сферическ1й 
треугольникъ АВС при наложен1и совиадетъ съ треугольнпкомъ 
А'В'С. Такъ какъ разстоян1Я точки С отъ ооГ.ихъ точекъ А а В 
остаются одни и тЪже, до и нослЛ нерем'Ьщепи!, то эта точка должна 
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принадлежать къ неизменяемой системе; кромЬ того мы видимъ, что, 
при данноыъ перемЬщенЙ! фигуры ЛВС, точка С остается непориж- 
110Н1. Другою неподвижною точкою при данноыъ перем-Ьщен!!! будетъ 
очевидно другой конецъ Д1аметра сферы, проходящаго черезъ точку С. 
С.!]11ДОвательно, къ концу даннаго перем'Ьщен1я одпнъ изъ д1аметровъ 
рэасматриваемой сферы, или вообще одна изъ прямыхъ лишй, прохо- 
дящихъ черезъ О, не измЪнитъ своего положенья. Еслп-бы, кромЬ пе- 
рем'Ёщен1и точекъ Л и Д мы обратили внииан1е на перемЬщен1е ка- 
кой нибудь другой пары точекъ, совершающееся совместно съ пер- 
Еымъ, то определяя П010жен1е неподвижной точки на сфер'Ь по вы- 
шеуказанному способу, мы прпшли-бы непрем'Ьнпо къ той-же самой 
неподвижной лип1и, которая опре:1йлена переыЬщен1емъ иервыхъ двухъ 
точекъ. Действительно, неподвижность какой нибудь другой лин1и 
обуслоБИла-бы также неподвижность плоскости, проходящей черезъ 
обЬ неподвижныя лин1н, а сл'Ёдовательно— и неподвижность всей си- 
стемы. Стало быть, при даппомъ перем11щен1и неизменяемой системы 
около точки, можетъ оставаться неподвижною только одна лин1н, ко- 
торая проходитъ черезъ неподвижную точку. Такъ какъ разстоап1я 
точекъ отъ этой лпши должны быть неизменны, то двил:ен1е систе- 
мы должно состоять во вращен!!! ея точекъ около упомянутой лин1и. 
Итакъ, всякое перем^щенье точекъ неизм'Ёняемой си- 
стемы около неподвижной точки можетъ быть произ- 
ведено вращен^емъ системы около некоторой непод- 
в ]1 ж н о Й оси. 

Представимъ себе рядъ посл'Ьдоватвльныхъ перенЪщенШ неиз- 
меняемой системы около неподвижной точки. Положен1я, въ ноторня 
приходитъ последовательно система , вследствье этихъ переиеще- 
Н1Й. обозначимъ какъ 1, 2, 3 и т. д. до N. Переходъ системы изъ 
каждаго предыдущаго воложен1Я въ последующее можетъ быть совер- 
шенъ съ П0М0Щ1Ю двпжен1я системы около некоторой оси, причемъ 
для каждаго перемещен1я. вообще говоря, можетъ найтись своя 
ось врашен1я. Такимъ образомъ мы будетъ иметь рядъ последователь- 
пыхъ вращенШ около различныхъ осей, проходящихъ черезъ одну 
неподвижную точку. Но съ другой стороны, перемещеше изъ поло- 
женья 1 въ положенье N можетъ быть произведено непосредственно 
тоже вращеньемъ системы около некоторой оси. Следовательно, рядъ 
вращен)й неизменяемой системы около произвольнаго числа осей, иро- 
ходящихъ черезъ неподвижную точ1су, мы ложемъ заменить въ ре- 
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зультут4 врашен1емъ около одной осп, н на оборотъ — вращеН1е ою 
ло оаной оси представить, какъ результатъ постЬдОБательныкъ кра 
шен1й около различныхъ произвольно выбранннхъ осей. 

Если двпжен1е системы около неподвижной точки мы предста 
вимъ себг, канъ рядъ посл'ЬдоБательныхъ положен1Й, отдЪлепныхъ 
другъ отъ друга безконечно малыин промежутками времени, то дви- 
жен1е системы въ каждый изъ такихъ безконечно малыхъ промежут 
ковъ времени будетъ состоять во вращен1и около некоторой оси. 
проходящей черезъ неподвпжную точку. Следовательно, всякое н 
прерывное движение не изменяемой системы около пе 
подвижной точки можно представить, какъ ряд'Ь по- 
следоватсльныхъ вращеН1Й около осей, проходя щи хъ 
черезъ неподвижную точку и непрерывно изагЕняго- 
щихъ свое направление Къ тоиу-же представлению мы мо- 
жемъ пр1Йтп и другннъ нутемъ. Въ § 8 мы видели, что всякую тра- 
эктор1ю точки ложно представить себе, какъ рядъ 5езконечно 
лыхъ круговыхъ дугъ, ио10жен1е центровъ Еоторыхъ и величина ра 
д|усовъ для каждаго элемента траэктор1и различны '); следовательно, 
движенье всякой точки по ея траэктор1п можно представить себе, 
какъ рядъ безконечно малыхъ ея вращев1Й по элеиентанъ раз- 
личныхъ круговъ кривизны. Такпмъ образомъ, движен1е каждой точки 
неизменяемой систеиы ложетъ быть иредставлено, какъ рядъ враще- 
Н1Й по кругамъ кривизны ея траэ1!тор1И", въ течен!» даннаго эле- 
мента времени, стало быть, каждая точка системы движется по своему 
кругу. Но пока точка движется по кругу, центръ его и самая движу- 
щаяся точка представляютъ некоторую неизменяемую систему, следо- 
вательно, все центры круговъ въ течен1и даннаго элемента времени 
неизменно связаны съ точками системы. А такъ какъ эти центры, при- 
надлежа такимъ образомъ къ неизменяемой системе, остаются не- 
подвижными, то они должны все или находиться въ одной точке, 
или лежать на прямой, проходящей черезъ эту точку. Сходиться въ 
одну точку все центры враще111Я не иогутъ, ибо въ таконъ случае 
мы могли-бы найти всегда так1я точки, которыя двигались-бы по двумъ 
кругамъ, плоскости которыхъ пересекаются, вследств1е чего пзме- 
нялось-бы разстоян1е между этими точками. Поэтому остается одно 
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возможное рргпо,тожен1е пентросъ кривизны — по 1^рямоЙ лпн1и. Та- 
кая прямая лкн1я называется игповснною ос ью вращен1я 
снстемм. 

Длина путей, проходимыхъ точками системы при данномъ вра- 
1цен1и этой последней около какой либо оси, будетъ различна; но 
уголъ Еращен1я, т. е. уголъ между двумя лнн1ями, представля- 
ющими раз1'то:1Н1я данной точки отъ оси вращец1я, до и послЬ пере- 
м'Ёщек1й, будетъ очевидно для всЪхъ точекъ одинъ и тотъ-же, ибо 
въ протявномъ случае разстоян1Я между точвамн системы должны-бы 
были изм'Ьняться. Если уголъ вращен1я мы обозначимъ черезъ а, то 
длина пути, пройденная прк этомъ точкою, находящеюся на разстоя- 
Н1И г отъ оси вращен1я, будетъ представлена длиною дуги круга, 
описанной рад1усомъ )■ въ у^'Л'Ь а, т, е. черезъ Г1. Если вращен1е 
около данной оси совершается такимъ образомъ, что въ равные и про- 
извольно выбранные промежутки времени система поворачивается на 
равные углы, то вращен1е называется равном&рпымъ. Уголъ, па ко- 
торы[Й система повернется, пли повернулась-бы, при равном'Ьрномъ вра- 
щении въ единицу времени, называется угловою скорост1Ю 
около данной оси. Всякое неравпомЪрпое вращение мы можемъ пред- 
ставить себ-Б, какъ состоящее изъ ряда равном'Ьрныхъ врашен1Й, 
продолжающихся, каждое, безконечно малый промежутокъ времени и 
ЕмЬющихъ различныя угловыя скорости. Если мы обозначимъ черезъ 
йа безконечно малый уголъ, на который повернется система въ те- 
чеп1И безконечно иалаго времени Ш около данной оси, то угловая 
скорость ы около этой оси будетъ очевидно 
(?а 



(46) 



Путь б/5, проходимый точкою, лежащею на разстоян1И г отъ оси 
вращен1я, будетъ очевидно 

сЬ = Ыа = г . ыйг ; (47) 

скорость этой точки на ея траэктор!» будетъ 

Сл-Ьдовательно, если угловая скорость системы дана, то известны 
скорости всЬхъ ея точекъ, находящихся на данныхъ разстоян1яхъ 
отъ данной оси вращен1я. Такъ какъ уголъ представляется всегда 
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отвлеченнымъ 'шсломъ, выражающттмъ отношен;^,' ,тл1]ны дуги къ , тлил?. 
рад1уса, то единица угла пудетъ пройдена рад^усомъ, когда онъ 
опишемъ дугу, равную ему по длшгБ (т. е. уюлъ въ 57" 14' 44". 7 7....). 
Если такой угодъ оудетъ пройденъ въ одну секунду, то угловая ско- 
рость оудетъ рагна единице. Пзъ Еыражен1я (46) о'/епидно, что 

Р11]н. угл. скор. ^ ■ (4Г0 

■^ сек. 

Если следовательно мы оГюзиачтгь чере^ь ш числовую величину 

угловой скорости, то полное вырэжен1е ея оудетъ (о — - нл11и{сек.)~'. 

Враще1пе около данной осп, а вм4ст'1 съ ниъ и угловая скорость, 
считаются положительными, когда для наблюдателя, смотрящаго отъ 
отрицательнаго конца оси къ иоложительнону, вращение предста- 
вляется идущиыъ но стр'ЬлвЬ часовъ, какъ это представлено на 
рис. (31). Такъ напрнм'Ьр'ь, если «ы нрнлеиъ, что положительное на- 
^ правлен1е (отъ конца (— ) къ концу (-г)) земной 
оси идетъ отъ юга къ с/Ьверу, то вращен)е отъ 
ЧУ'х запада къ востоку оудетъ положителг.ныаъ, л на 



Рно. 31. 



-"*»*< оооротъ, принимая это вращеше за положительное, 

аы должны отрицательный конецъ оси вращен!Я 
отнести къ югу. 

Иредставимъ себ^ такое ДБПжен1е неизме- 
няемой систелы около неподвижной точки , при которомъ не 
происходить пнкакпхъ внезапныхъ скачковъ плп рЬзкпхъ нзмЪ- 
нен!й въ направлеши путей точекъ снстемы п ихъ скоростей. Кри- 
визна путей точекъ системы при тавоыъ двпжеи1н должна нзы'Ьняться 
непрерывно, т. е. безконечно аалыин скачками; другими словами, т'Ь 
круги, по безконечно малылъ дугамъ которыхъ нроисходитъ движе- 
Н1е точекъ системы, въ течен1п каждаго пзъ ряда безконечно малыхъ 
промежутковъ времени, должны постепенно переходить одинъ иъ 
другой, такъ что каждый кругъ носл^дующаго момента долженъ только 
безконечно мало разняться отъ круга предыдущаго момента, какъ по 
величине рад1уса, такъ по иоло1кен1Ю центра и всей своей пло- 
скости. Только черезъ конечный иромежутовь времени, т. е. безко- 
цечио большое чпсло безконечно малыхъ промежутковъ, кругъ, по 
которому точка двигалась въ началЕ промежутка, можетъ отллчат[|Ся 
консчнымъ О'^^разонъ отъ кр1га, по которому точка движется въ кон- 
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уЬ упоняиутаго промежутка. Въ такомъ случаТ; по10жен!е мгновен- 
ной оси вращеН1а будетъ пзиЪняться тоже постепенно; т. е. если въ 
течешн ланнаго безконечно малаго промежутка времени система вра- 
щалась около 011 ред!; ленной прямой, то въ сл'Ьдующ1Й безконечно 
малый промежутокъ времени она будетъ вращаться около лин1к без- 
конечно близкой къ первой, и только черезъ конечный промежутокъ 
времени 11оложен1е мгновенной оси нзнЬыится кокечнынъ образонъ, 
т. е. посл'Ьаняя будетъ образовать еъ начальною осью конечный 
уголъ, и угловая скорость вокругъ нея будетъ отличаться на конеч- 
ную величину отъ первоначальной. Если мы отл'^.тимъ внутри 
неизи'ЬнаеноЙ системы рядъ игновеиныхъ осей для посл'Ьдователь- 
ныхъ элементовъ временя, составляющихъ нЪкоторый конечный про- 
межутокъ временн, то оси этн, непрерывно перехода другъ въ друга, 
сбразуютъ п'Ёкоторую коническую поверхность К (рис. 32), вообще 
^:омкнутую или разомкнутую, вершина которой находится въ непо- 
движной точкЪ О, II образующ1я которой суть по 
сл^довательнын оси вращен1я. Этотъ конусъ кы 
должны очевидно разсматривать, какъ неизм'Ьнно 
связанный съ данною системою, и перемЪщаюш1Йся 
вмТ.ст1; съ нею при ея Брэщен1П около точки О 
При каждомъ изъ 1!ОСЛ'Г.довательныхъ мгновек- 
ныхъ Браще1пп системы, только одна пзъ образую- 




Г 



щихъ конуса К останется неподвижною, становясь 



мгновенного осью вращен1Я1 остальныя-же обра- 
Рн^, 3.. зующ1я будутъ неремЪщаться. Поэтому положен1е 

■оси вращент въ пространстве (наир. отпосктельно ненодвижиыхъ 
0С1?п координатъ) будетъ тоже изменяться со вреиенемъ, и сама ось 
■будетъ описывать въ -пространств-Ь конусъ ^, вершина котораго бу- 
детъ находиться тоже въ О. Части конуса X следовательно описы- 
ваются разлпчными образующими вонуса К, и при томъ, каждою изъ 
Н11хъ последовательно въ продолжен!]! того времени, въ течен1и ко- 
тораго эта образующая продолжаетъ оставаться осью вращения. Мы 
ножемъ такимъ образомъ сказать, что конусъ X описывается въ про- 
странстве осью врашен1я, составленною въ разныя времена изъ раз- 
ныхъ точекъ системы. При каждоыъ мгновенномъ вращен1И одна изъ 
образующнхъ конуса К, становясь осью, д-Ьлается также образую- 
щею конуса X. Следовательно. движен1е неизменяемой системы около 
точки О вообще будетъ состслть въ томъ, что конусъ К, неизмЪн- 
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Рис. 33. 



НО связанный съ системою, оудетъ катиться оеуъ скольженш 
по конусу X, нетюдвнжноиу въ нространствЬ. 

Если оба конуса, неподвижный X и катящ1йгя К, суть кру- 
глые, то движен!^ называется вообще прецесс10вальнымъ вра- 
ще н1 е мъ. При этомъ движен1и, оси обоихъ конусовъ Си О (рис, 33) 
очевидно всегда находятся въ одной плоскости съ мгновенною осью 
Бращен1я, В, проходящею черезъ м'Ьстопри- 
К0СН0ВС1ПЯ конусовъ. Эта плоскость оче- 
1 видно вращается около оси С\ такое ея 
' цЕНжен1е называется прецессией, а ея 
угловая скорость — угловою скорост!» 
препесеи!. Скорость прецесс1и и угло- 
вая скорость системы около мгновенной 
оси находятся въ постопнномъ отношен1и другъ къ другу. Д'Ьйстви- 
тельно, обозначнмъ первую я вторую изъ упомянутыхъ угловыхъ ско- 
ростей соотвЪтственно черезъ О. и м, и вообразимъ какую нибудь 
точку Р, лежащую на оси 00 катящагося конуса (рис. 34). Эта 
точка вращается въ данный моментъ около мгновен- 
ной осп 0Я\ сл'Ьдовательно ея скорость должна вы- 
разиться черезъ ^з^.РN\ но съ другой стороны мы 
можемъ разсматривать, что эта точка въ тоже самое 
мгновен1е вращается около оси ОС ненодвижнаго 
конуса съ угловою скоростью И\ следовательно ея 
Рис. 34. скорость ножетъ быть также выражена пропзведен1емъ 
И.РЕ^ гд'Ь РЕ есть ея разстоян1е отъ оси 0С\ такъ кавъ оба 
произведен1я выражаютъ одну п туже скорость, то о>.РУ=П.РЕ. 
Если мы обозначлм'Ь черезъ Ф уголъ между образующею и осью непо- 
двпжнаго конуса, а черезъ с--- -тотъ-же уголъ для катящагося конуса,. 




то очевидно, что 



РУ:РЕ^ 



"(Ф-г?); 



следовательно 




ы:И = К1П (.Ф -г 9) ■ ^^° ? • О^*^) 

Если конуеъ Л'приходится внутри конуса Х (рис. 35), 
то очевидно 

<и:1г = 8ш(Ф-0:5Ш9, (31) 

приченъ ы и и им'Ьютъ различные знаки. Къ этому 
случаю относится вращен1е земли около ея центра^ 
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Т1р11че>1ъ Ф = '^3" 27' ;^8", а о = (|". 00867; время обрашен1я со ско- 
р1!ст1К> (О равно зв'Ьзднымъ суткаиъ, а со скорост1Ю ^^ — 55868 годамъ. 
Если лпконецъ Ь приходится внутри К (рис. Й6), то 

со : Г2 = 810 С^ — Ф) : В!П а . (52) 

Мы уже знаел'ь, что каждое Бращен1е около 

определенной оси можетъ 5ыть разсматрнваеяо кавъ 

улыатъ нЬсколькихъ послЪдовательныхъ враще.Н1й 

около различныхъ осей; эти поел'Ьдн1я мы можемъ 

на;(вать слагающими или составляющими вра- 

1;раще1йе ихъ зэлт>няющее— р ез у л ьти р у ю щи мъ- 




§ 13. Сложен1е угловыхъ скоростей. 

Раземотримъ соотношен1Я иежзу величинами еоставляющихъ и 
реаулыирующихъ вращенШ въ томъ предположен1и, что Т'Ь и друг1Я 
безкокечно малы и совершаются Е1> безконечно малын времена. 

Прежде всего зааЪтимъ следующее. Пусть некоторая точка си- 
стеяЕ кослЬдовательно вращается съ нею около нЬсколькихъ осей, 
расположенныхъ какъ угодно, и вообще не ироходящихъ черезъ одну 
точку: пусть угловыя скорости около этихъ осев буцутъ <о,, ш^ . . . ш„, 
а разстоян1я отъ осей вышеупоыяаутой точки будутъ )\, г^, 1\ . . .г„. 
Если точка повернется въ течеипг безконечно малаго врекени сИ 
около первой оси, то ея перем'Ьщен1е будетъ равно г,о)/Л. Если оси 
мы намЪтиаъ неподвижно въ пространстве, то после перваго враще- 
Н1Я разстоян1я перемЬщенвой точки отъ наы'Ьченных'Ь нелодвижныхъ 
ЛИН1Й, долженствующихъ сделаться въ посхЪдующ1е моменты осями 
вращен1я, тоже изменятся, но очевидно — безконечно мало. Пусть эти 
разстоян1я сделаются равными ^2п-^^''\, г^-гс^'г^- • -Гп-^-Л'Га. 
Тогда перем 1.щен1е точ1;и, вследстЕ!^ ея ьращен1Я около второй оси 
во время (11. (|удетъ 

и т. д. Такъ что, когда совершатся вращен1Я около всФхъ осей, 
кроме последней, то разстоян1е точки отъ и — ной оси, вследств!е 
этихъ вращен1й, сделается 

»■„ + йУп 4- ^"Гп "Г ^'"Гп -г <^"~' »'» , 

где (1'г„, (Гг„ .... (^''~^^„ суть безконечно малыя приращен1Я 
раустоян1н Гп , вследств1е перваго , втораго и т. д. вращен1Й. 
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Ксли наконси7> точка посорнетса въ течеи!!! времени (И около по- 
следней ОС]!, то ел пе[*еи'Ьщен1е, в(.'лЪ,1стЕ1е этого вращрн1я, ^)удетъ . 

ея скорость во время этого перемЪщен1я получится , когда мы 
лредъидущее внражеше разд4лн1мъ на Ш; тогда будемъ им^и.: 

(!)„«■„ + (^п С<^'''п + ^"^п + ■ • ■ ^'^~'гп) . 

Еслп число осей не 5езнонечно велико, то конечная сумма безконечно 
яалыхъ величинъ, въ скобкахъ ( ), будетъ тоже безконечно мала; а 
следовательно будетъ также безконечно пало произведение изъ этой 
суммы к конечной величины «„. Такилъ образонъ, второй членъ по- 
сл^дняго выраженья, съ безпред^-льнымъ укеньшеП1енъ промежутка 
времени гЙ, ыожетъ быть сдЬланъ меньше всякой данной величины и 
въ предал! можетъ быть прикятъ равнымъ нулю. Следовательно, 
скорость точки, во вреия послЬдняго вращея!я, можетъ быть принята 
равною о)„г„, а длина ея переяешен1я— равною «„)•„(?(, т. е. такою 
же. какою она была бы, если пы п — ное вращение совершилось нер- 
вымъ въ ряду данныхъ вращен111. Отсюда заключаемъ, что резудь- 
татъ каждаго изъ конечнаго ряда безконечно малыхъ 
вращеп1П будетъ одпнъ и тотъ же, въ каком ъ бы по- 
рядке они Н1[ совершались. Следовательно, въ ре- 
зультате эти вра1цен1Я ложно разснатрпвать такъ, 
какъ будто они совершаются одиовремепно. Не должно 
упускать изъ виду, что это заключен1е относится только въ без- 
конечно малым ъ враще1иямъ ц тольйо къ конечно л у 
числу (не безконечно большому) т а к о в ы х ъ . 

Представимъ себе две оси вращен1я ОА и ОВ (рис. 37), на кото- 
рыхъ стрелками обозначннъ ихъ положительное 
наиравлен1е; предположииъ, что система вра- 
щается въ течен1н однаго элемента времени (И 
около оси ОА, съ угловою скорост1ю 1^, . а 
въ течении сл-Ёдующаго такого же элемента 
времени Ш — около другой оси ОВ, со ско- 
^'"^- ■*'■ рост1ю ш, . Нэпдемъ положен1е такой оси, 

вращение около которой въ течении такого же промежутка времени 
Ш сообщило бы точвэиь неизменяемой системы так1я же перемеще- 
Н1Я, какъ ооа яервыя последовательны я врашеН1Н. п опреде,'!ИМЪ 
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угловую скорость ятого ррзулыирующаго В!!аще1пя. Переи-Ьщен!я то- 
ч(^къ Г)уяутъ происходить по элементаыъ круговъ около той или дру- 
гой осп, п могутъ, ПС своей безконсчной малости, быть приняты аа 
прямолинейыыя. По;.ожительпоо вращен1е около той пли другой оси 
Еыдвииетъ точки, лежащ|я въ плоскости рисунка по лйвую сторону 
отъ оси, впередъ изъ этой плоскости, а точки, лежащ1я по правую 
сторону, отодвинетъ за плоскость; сл'Ъдовательно только для точекъ, 
лежашйхъ въ плоскости между обЬпии осями, псрслЬщен1Я отъ того 
и другаго вращен1Я будутъ противоположны другъ другу; перем'Ьшен^я 
вс4хъ другихъ точекъ, лежащихъ вн1^ двухъ противулежащпхъ угловъ, 
оГ^разуемыхъ об'Ьиаш парами одноимепныхъ концовъ осей, будутъ 
совпадать другъ съ другомъ, направляясь одинаково заразъ въ ту или 
другую сторону. ТЪ точки, иерел1щенй1 иоторыхъ отъ обоихъ вращеН1Й 
<0| и Шд , будучи прямо ПРОТИВОПОЛОЖЕН другъ другу, будутъ также 
и равны, вовсе не переместятся посл11 упомянутыхъ вращеп1|1; а 
следовательно должны будутъ лежать на искомой оси результирую- 
щаго вращения. Эти точки должны очевидно находиться въ плоскости 
обЬйхъ осей ОЛ и ОБ, и въ угле, образованнонъ ихъ одпопмепаыми 
концаяи. Если точка Р лежктъ внутри угла ЛОВ, а РМ и РN 
суть ея разстоян1Я отъ осей ОЛ и ОВ, то перемещение точки Р, 
вс.йедств1е врашен1я около ОЛ въ течен1И Ш, будете равно РМ. ы^ . (И 
к направлено но перпендикуляру къ плоскости рисунка, за эту плос- 
кость; перемещеше той же точки, отъ врэщен!я около ОВ, въ течен|и 
такого же времени <^(, будетъ равно РК.ы^<И и направлено по т051у 
же перпендикуляру, впередъ отъ плоскости. Если точка Р лежитъ на 
оси, то должно быть 

РМш, <1^=РКш, й1 . (53) 

Отложймъ на обеихъ данныхъ осяхъ длины ЛО и ВО, равныя соот- 
в-Ьтствеино скоростямъ ы^ и ш^; тогда равенство (53) обращается въ 

РЗТ.ОЛ^РК- ОВ, (54) 

и выражаетъ, что площади треугольииковъ ОАР и ОВР равны. 
Опуская на лин1ю ОР перпендикуляры Л^ и ВК^ мы можемъ выра- 
зить равенство техъ же площадей иначе: 

ОР .АЬ^ОР.БК, откуда ^Х = ВЛ:. (55) 

Черезъ точку А проведеиъ лин1ю, параллельную ОВ, до встречи ея 
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съ ОР Бъ точк-Ь С, 11 соедининъ С съ В. Тогза площади треугодь- 
никоЕъ ОЛС 11 ОВС, выражаясь черезъ ОС. ЛЬ п ОВ.ВК, 5удутъ 
на 01;нован!11 (55) равны. Отсюда слЬдуетъ, что БС=ЛО и что об!! 
ати ЛИН1Л параллельны. Такииъ оирааомъ, напраЕлен1е резуль- 
тирующей осп совпадав тъ съ д1агонал1>ю параллс- 
лограмиа,построеннаго на составляющпхъ угловнхъ 
скоростях ъ, отложен ни хъ по соогвьтствующнмъ 
осямъ. Такъ какъ точка .1, лейощая на ос» ОА, не перем-Ьщаетса 
отъ вращени! систеиы около ОЛ, то еа перел'Ьщен1я, при врашен1н 
системы около осей ОВ или ОС, должны шть равные следовательно, 
если АН а АЬ будутъ еп разсто:1111я отъ этихъ осеп, то 

Ы1 . АВ=-^ ш . АЬ пли ОВ . АН--^- \м . АЬ , (об) 

гд* ш есть искомая скорость около ОС. Но ОВ . АН представляетъ 
площадь треугольника ОАВ, которая равна площади треугольника 
ОАС:, следовательно 

ОВ.АН^ОС.АЬ^ы.АЬ, или ыг-.ОС; {-у!) 

т. е. длина упоппнутон д1агонали представитъ величину искомой ре- 
зультирующей угловой скорости. Итакъ воооще: у гловы я ско- 
рости, отложенный по соотв'Ьтствующплъ одноимен- 
ным ъ о с л м ъ , слагаются, какъ о Г» ы к и о и е и н ы я с к о - 
н о с т и . Ум11я складывать дбГ, угловыя скорости, мы можеяъ 
сложить ихъ произвольное число, и, повторяя тьже рззсуа;ден1П, какъ 
при сложенп! обыкиовенныхъ скоростей, пр1йдекъ къ заключеН110, что 
результирующая угловая скорость, по своей вели- 
чин 'р, и по п а п р а в л е н 1 ю своей оси, находится, какъ 
заключительная сторона многоугольника, построен- 
наго на д а н н ы X ■]. с л а г а ю щ и х ъ у г л о г, ы х 'т^ с к о р о с т а х ъ , 
отложенных'!, но направлена с о о т в Ъ т с т и у ю щ и х ъ 
осей. 

Поэтому результатъ всяваго вращен!» около мгновенной осп, 
въ течея1н алелента времени, мы иожемъ разсматрпвать, какъ рядъ 
вращен1Я около какого угодно числа осей, прячеиъ каждое вращен1е 
совершается въ такой же элементъ времени, какъ разлагаемое вра- 
щен1е. Каждое мгновенное вращен1е мы ыожемъ следовательно раз- 
лагать на три, совершающаяся около трехъ взаимно перпендикуляр- 
ныхъ осей, или остающихен въ пространстБЪ въ нензм'Ьнномь направле- 
н1и, или все равно вращающихся вместе съ системою. Ксли (о^, ш^, со^ 
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будутъ угловыя скорости вокругъ этихъ трехъ осе.)), для дэннаго 
моиента вреиени, а ш — скорость вокругъ результирующей осп, то 
очевидно 

ы^=ю,'-ш,^^ш,\^ (Й8) 

прнчемъ углы а, ,5, ■/, ' которые результирующая ось образуетъ съ 
тремя прямоугольными слагающими, опред'Ьлятся изъ ураЕнен1Я 

соза---— ^, еозр— ^, са5 7= ■ -'>") 

ш ' ы ' 10 ^ -^ 

Зная для каждаго элемента времени слагающ1я угловыя скорости 
около трехъ пеизмЬнныхъ по направлен1ю осей, мы будемъ знать 
положение мгновенной оси и ея угловую скорость; следовательно 
будемъ знать скорость любой точки системы, лежащей на онред^лен- 
номъ разстоян!!! отъ оси; т, е. двйжен1е системы намъ будетъ вполнЪ 
изв-Ьстно. 

Предположииъ теперь, что посл'Ьдовательныя безконечныя вра- 
щен1я совершаются около параллелышхъ осей. Пусть ОА и ОБ 
(рис. 38) будутъ дв-Ь параллельный осп, направленныя въ одну сто- 
рону; угловыя скорости ихъ пусть будутъ ш^ и (0^. 
Тогда точки, получающ1Я отъ обоихъ вращеН1й 
противоположныя переи'ЬщеН1я, будутъ лежать въ 
плоскости обЪихъ осей и между этими посл1;дн1ГМи. 
Для какой нпбудь такой точки Р, лежащей на раз- 
стоЯ1ИЯХЪ Г-1 и Гз отъ осей, перен'Ьщен1е, отъ вра- 
о шеп1я въ течен1н элемента времени ^1 около первой 

осп, будетъ со^г!^; соответствующее перемещение 
отъ Бращен1я ы^ будетъ и^^аС^^, и будетъ направлено противоположно 
первому, ио перпендикуляру къ плоскости рисунка. Очевидно, для 
БсЬхъ точекъ, лежащихъ на лин1и, параллельной обЬимъ осямъ, иере- 
м1щен!л будутъ одинаковы; если же лин1я есть результирующая 
ось, то 

ш^^^ = ы./^ ; г, : г, =т ю^ : ш, ; (60) 

т. е . результирующая ось л е ж и т ъ в ъ п л о с к о (: т и о б Ь- 
и X ъ с о с т а в л я ю 1Ц и X ъ , между ними, на р а з с т о я н I я х ъ 
отъ нихъ, обр;!тно нрОБорц1ональныхъ ихъ угло- 
вымъ екоростя игь. 
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Пусть ш будетъ скорость вокругъ на11\>авлен1Я результирующей 
оси, ндущаго въ одну сторону со слагающнли. Такъ вакъ Ш'реиЪще- 
Н1е какой нибудь точки на одной пзъ слагающихся осей должно (>ыть 
одно и тоже, отъ вращен1й около двухъ другпхъ. то 

)-|Ш = (г^ 4- г^) ш^ II г^ю = (г^ -т ?'з) со, , 
откуда (61) 

С|) =г; со I -|- 01з ; 

т. (! , угловая р е а ) л ь т п р у ю щ а я скорость равна с у )1 и 1; 
угловыхъ слагающихъ скоростей. 

Знан какъ складывать дв^ угловыя спорости, лы очевидно мо- 
жемъ яослБдовательнымъ сложен!емъ найти результирующую ось для 
пронзвольнаго числа параллельныхъ одноименных'!, составляющикъ 
осей. Результирующая угловая скорость 5удетъ при этомъ очевидно 
равна сумм!; слагающихъ скоростей. 

Если оси А и В (рис. 39) направлены въ розныя стороны, то 
на основан1и подобныхъ же разсужденш, какъ въ предънд1щемъ 
случаЬ, мы пр1Йденъ къ заключен1ю , что результи- 
рующая ось лежитъ въ илоскост!! сла- 
гаем ы х ъ осей и по одну какую п п б у д ь 
отъ нихъ сторону. Если опять }\ 11 г^ будуть 
разстоян1я результирующей оси отъ даниыхъ состав- 
лиющихъ осей, то очевидно, какъ прежде 

,-,с., = г,со,, (62) 

откуда видимъ, что если (о,>ш^, то )'2>Г1, и паобо- 
ротъ; а такъ какъ ось В лежитъ вн* осеЛ А и ^?, то она должна 
лежать на сторон* той изъ осей А V В, которой угловая скорость 
больше. КромЪ того, такъ какъ перен'Ьщей1Я точекъ на одной изъ 
слагающихъ осей, отъ В1)ащенш около двухъ другихъ, должны быть 
равны п противоположны, то 

»-|С0 =-. [г.^ — г,) СО^ I! Г^СО = ()-^ — Г^) Ю; , 

откуда (63) 

(|) =: о^^ — со^ . 

Следовательно, для обоихъ случаевъ можеиъ сказать, что результирую- 
щая угловая скорость двухъ даниыхъ вращен111, около параллельныхъ 
осей, направлениыхъ въ одну пли раз1!ыя стороны, равна алгебраи- 
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ч с с к (I й о у м м Ъ скоростей около еоставляющихг осс!?, првчсмъ знаки 
слагающихъ одинаковы, если оси однониепиы, и разные въ против- 
номъ случа'Б. Разстояп1Я результирующей оси отъ составляющпхъ 
всегда обратно пропорц10нальни угловыаъ скоростялъ этихъ по- 
ел ■Ьдннхъ. 

Если въ (63) ш^ = ы2, то (0 = 0- следовательно, диТз оси, съ 
равными и обратными другъ другу угловыми скоростями, не им'Ьютъ 
результирующей оси. Ра^смотрииъ скорости, обусловливаемыя такими 
осями въ точкахг ллосиости рисунка, Будеиъ считать положитель- 
ными скорости, нпправленныя отъ наблюдателя снотрящаго на ри- 
сунокъ. Тогда для точки, лежащей вправо отъ обЕихъ осей Л а В 
(о)|=:(.12=:гй), на раястоян1яхъ г^ и г^, мы будемъ им^ть скорости: 

отъ вращ. Л: Иг^ , отъ вращ. Б: — ^^ ''а ; 

(64) 
еумиа =г а (г^ — г,) =: + Ой , 

гд[. а' есть разстолн^е между осями. Точно также для точки, между 
осями; 

отъ вращ. Л : ^1^^-^ , отъ вращ. В : (^,^г^ 

сумма := О (г^ -|- г^) = -(- ^^<^ • 

Точно тоже найдемъ для точекъ, по л'Ьвую сторону отъ осей. Итакъ 
мы впдммъ , что противоположныя Бращеп1я около 
двухъ параллельныхъ осей обусловливаютъ посту- 
пательное двикегпе точекъ системы со скоростью, 
равною произведи Н1Ю изъ угловой скорости осейн 
ихъ взаимна г о разстошпя. Направлен 1е скорости 
перпендикулярно къ илоскостп осей, и направлено 
въ ту сторону, смотря въ которую, наблюдатель вн- 
дитъ, что направлси1е по обЪвмъ осяиъ совпадаетъ 
съ движен1еыъ часовой стрЬлки, Отсюда же слЬдуетъ, что 
Берем11щен|я, отъ вращен1я около двухъ параллельныхъ осей, съ про- 
тивоположными, но неравными скоростями, можно заменить враще- 
Н1е,11ъ около одной оси и поступательнылъ движеньеыъ, перпендпку- 
лярнымъ къ плоскости осей. Такъ, для осей Л и В, со скоростями 
^а^ и ы^ , мы можемъ им'Ьть: или вращен1е около А, со скоростш 
(о^ — Шд , и поступательную скорость -+- *»,^(1 {т. е. за плоскость рисунка), 
или г.1)ащен1е около В, со скороет1ю ы^— ю^ (положит, или отрип.)^ 
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Рис. 40. 



И поступательную спорость ^ (ч^(1 (т. е. опять зл плогкоеть рисулка)- 
Такимъ обрэзомъ, поступательное ЦЕижен1е всегда направлено танъ, 
что около него нап11авлен1я осей А и В переходятъ другъ въ 
друга положительпымъ врашсчпемъ- Но въ то же время дв* упомя- 
нутия оси А к В логутъ быть заи'Ьнены одною результирующею 
Д со скороет1Ю о)^ — ш^. Сл-Ьдовательно на оборотъ: оезконечно 
малое вращен1е около одной оси (напр. около В) (рис. 40) 
можетъ быть зам'Ьнено такиыъ же Еращен1е)1ъ около 
другой оси, параллельной первой О'эпр. 
около Л) и нос ту пате л ьнымъ движе- 
Н1е11ъ , пе рпенд икул ярнымъ къ плос- 
кости старой н новой осей (И ч А), и 
п а 11 р а в л е н н ы м ъ в ъ ту с т о р о п у о т ъ и а- 
- б л К) л а т о л я , с и о т р я въ которую о л ъ в и- 
дитъ направле1пе прежней оси В и на- 
прав1еп1е ея передвижения 5' и дущпми 
по стр^лк-Ь часовъ, Пначе: поступа- 
тельное п е р е )1 'Ь щ е н 1 е направлено в л 1; в о о т ъ наблю- 
дателя, который, ставши \;ъ направлен! и оси, гля- 
дитъ по направлен1ю ея передвижсн1!1(т. е. отъ Мкъ А). 
Скорость V поступательнаго пере!11Ь|цен1я равна 
произведению (ш.г) изъ угловой скорости около дан- 
ной оси (О и длины ея передвижения г. Это последнее 
заключен1е о величине V явствуетъ изъ того обстоятельства, что, 
какъ мы прежде ведали по (64): г; = 0(»-1 — г^), гд4 г^ есть то 
разстоян1е, которое мы теперь назвали черезъ г, а Й есть скорость 
й) — ш^ = Ы2; следовательно V = ^а^(^^ — г^) или по (63): 

у=-.ш.г. (65) 

Если мы н)111екъ некоторое вращательное двпжен1е системы, 
соединенное съ поступательнымъ, перпендикулярнымъ къ оси вращен1я, 
то мы можемъ заменить его однпмъ только вращательнымъ, еъ тою 
же угловою скорос11Ю, но около другой оси. 

Такъ наприм'Ьръ, если система движется впередъ со скорост1ю V, 
вращаясь около осп, перпендикулярной къ ыаправле!ию V, съ угловою 
скоростш ы, то такое движен1е можетъ быть представлено, только 
какъ рядъ врашсн1Й около осей, расположенныхъ въ последователь- 
ные моменты времени параллельно плоскости, въ которой лежатъ 
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напра1)лен1я скорости V и оси (о; сл1-,дователы[о, последовательными 
по.10Жсн1яип новой осп образуется плоскость, параллельная плоскости 
V и №■ расположена она 8л1;во отъ наблюдателя, помТяценнаго по 
напраБлее1ю оси (о и смотрящаго по скорости V; ел разстоян!е отъ 

V 

первой плоскости есть -- . 

Точно также, если н-Ькоторая то1ва системы движется равном'Ьрно 
по кругу со скоростей) V, и система вращается около этой точка съ 
угловою сворост1ю ш вокругъ оси, перпендикулярной къ плоскости 
круга, то новыя оси вращеп1н (безъ постунательнаго движен1н) обра- 
зуютъ цилиндрическую поверхность, рад1усъ которой больше или 

V 

меньше рад1уса круга на -, смотря по смыслу вращенш ш. 

Если поступательное движеп1е системы направлено не перпен- 
дикулярно къ оси вращения, то мы разложнмъ его на два: одно 
перпендикулярное къ оси и другое съ нею совпадающее. Вращен1е 
и первое изъ упоиянутыхъ поступательныхъ движенп! замЪнииъ 
изв1)СТНЫ!мъ образомъ однимъ вращен1емъ, и получимъ въ результат* 
вра1Цен1е, соединенное съ постунательнышъ двйжен1еиъ вдоль по оси, 
или, какъ говорятъ, вращен1е со скольжен1е51Ъ или впнто- 
вое дввжен1с. 

Въ начал'Ь § 12 мы впд-Ьли, что всякое движеН1е пеизмЪняемоЙ 
системы можетъ йыть разсиатриваейо, какъ поступательное, соеди- 
ненное съ посл'Ьдовательнымъ вращен!елъ около осей, проходящихъ 
черезъ одну и ту же точку системы. Предъиду1Ц!я раасуждеягя ведутъ 
насъ еще къ новому способу представлять себе движен1е пеизм'Ьняе- 
мой системы. Именно, мы можемъ сказать, что всякое движен1е 
нензи^няемой системы еостоитъ пзъ ряда послед о- 
вательныхъ безконечно иалыхъ винтовыхъ персы 4- 
щен1Й около различиыхъ осей, проходят и хъ черезъ 
различный точки, которыя вообще или принадле- 
жатъ данной системы, пли должны быть разсматри- 
ваеиы, какъ съ нею непзм11НН0 связанный. Повторяя 
так1я же разсуждбН1я, как1я были сдЬланы въ копцЬ предъндущаго 
параграфа относительно конусовъ, образуемыхъ осями, мы нр1Йдеиъ 
къ заключешю, что оси винтовыхъ вращешй всегда совпадаютъ, съ 
одной стороны съ Н'Ькоторою поверхност1Ю, невзм-Ьино связанною 
съ системою и съ нею переиЬщающеюся, а съ другой стороны 
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сън'Екоторою поверхностш, неподвижною бъ пространств!;. ДвнжевЗе 
системы тогда состоитъ въ томъ, что первая поверхность катится 
по второй, скользя при этомъ по прянынъ лпн1яг1ъ, по которымъ 
происходить сопрпкосноБен1е оо'Г.цхъ поверхностей. 

Разсмотримъ теперь самый о5щ1й вопросъ о сложен!» скоростей. 
Предположимъ, что система пспытываетъ посл'Ьдовательныя безко- 
нечно иалыя вра1цен|я около раалпчныхъ осей, ироходящихъ черезъ 
разаыя точки: найдемъ вращение и поступательное движен1е, зазиЬ- 
НЯЮШ1Я рядъ упомянутыхъ пррем'ЬшенЗЙ. Что5ы решить этотъ вопросъ, 
мы замЪнимъ сперва каж:1ую изъ осей тремя, проходящими черезъ 
какую нвбудь точку разлагаемой оси, и параллельными тремъ даннымъ 
взаинво перпендикулярнымъ направлен1ямъ (осяиъ координатъ). ПослФ 
такого разложеньт 5удеиъ имЬть три сер1и осей: осп каждой сер1и 
будутъ взаимно параллельны, и осп одной изъ трехъ сер^Н будутъ 
перпендикулярны осяаъ каждой изъ двухъ другихъ серш. Зат'Ьмъ 
каждую изъ параллельныхъ осей зам'Ёнимъ другою параллельною осью, 
совпадающею для вс'Ьхъ осей сер!ы съ одною п тою же лпн1ею (осью 
координатъ), и соотвЬтствующиыъ поступательнымъ переи1;щен1емъ. 
Такимъ образомъ поступая съ осями остальныхъ двухъ серШ п скла- 
дывая всЪ поступательный перемещения въ одно, мы получпмъ три 
взаимно перпендикулярпыя проходящ1я черезъ одну точку оси п по- 
ступательное перем-Ьщепте. Заменяя наконецъ три оси одною, полу- 
чимъ вращен1е, сопровождаемое поступательнымъ движен1емъ, кото- 
рое мы ум^еяъ уже заменять однивъ виптовыиъ движен1елъ. 

Лримтчаше. Вышеприведенный способъ (■.ложен1я легко выра- 
зить аналитическими формулами. Пусть будутъ даны оси, которыя 
мы обозначимъ нумерами 1, 2, 3 и т. д. до ш. Буквы, выражающхя 
величины, 0ТН0СЯЩ1ЯСЯ къ какой нибудь оси, паприм'Ьръ нумера и, 
будемъ снабжать внизу значкомъ п. Пусть угловыя скорости осей 
будутъ ш^, (0^. ■ -Шт; ихъ направлен1е опред'Ёлимъ для каждой 
треля углами съ какими нибудь данными тремя взаимно перпендику- 
лярными линиями (осями координатъ). Пусть эти углы будутъ <х.^, |3,, 
У1, и т. д. до ^'.а, ^^т, Т'п ■ Предположимъ, что для каждой оси дана 
еще какая нибудь точка, черезъ которую эта ось проходить; коорди- 
наты такихъ точекъ для каждой оси пусть будутъ соответственно 
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Х|. У;, г, И Т. д. до х„, , у„,, Гпт. Треил углами и тремя упомяну- 
тыми воординатани полошен1е каждой осп опрезЪляется вполн'Ь. 

Разложимъ каждую нзъ данныхъ осей вращен1я на .три, парал- 
-лельныя даинымъ прямоугольныиъ осямъ координатъ п проходяш1Я 
черезъ данныя выше точки. Тогда для какой нибудь и— ной осп со- 
■■отв^тствующая угловая скорость <л„ разложится па сл'Ьдующ1я три: 

2>^ = 0)п сов Яп , Зп = <^1. СОЗ |3„ . Гу. ^= со„ соз уп , (66) 

Каждую пзъ этихъ осей, проходящую черезъ точку {Хп,'у„,2„), за- 
мЪнимъ параллельною осью, проходящею черезъ начало координатъ 
(рис. 41}, Начнемъ съ оси ^„; сперва перенесемъ ое, иоложилъ, въ 
плоскость 2Х, т. е. передвинемъ въ на- 
правлен1и обратномъ оси у — овъ на 
длину у„\ тогда къ врашен1ю 2>„ приба- 
вится еще поступательная скорость, на- 
правленная ВЛ11В0 отъ плоскости, про- 
ходящей черезъ ось 2^а " направлен1е 
•^ 1...-"у ея передв![жеп1Я, т. е. по положитель- 

■Уу/ ному направлен!» оси ^ — овъ; вели- 

Рпс. 41. чина этой скорости будетъ р„Уа- За- 

тЬмъ перенесемъ нашу ось вращен1Я, 
находящуюся теперь въ плоскости 2Х, до совпаден1|1 ея съ осью 
координатъ ОХ, т. е, передвннелъ ее въ направлении ооратномъ 
оси г — овъ на длину 2„\ тогда къ вращению ^?„ прибавится еще по- 
ступательная скорость, направленная въ отрицательную сторону оси 
у — овъ:, ея величина, по отношению къ положительному направлению 
осп 1/ — ОВЪ, будетъ — рпг^. Итакъ, перенося ось р„ на ось ОХ, мы 
прибавляенъ къ ея вращен1ю сл'Ьдующ1я поступательныя скорости: 

по оси 02: ^^пг/о , по оси ОХ: — Ра^«- 
Точно также, переиосъ оси ^п на ось ОТ обусловитъ поступатель- 
ныя скорости: 

по ОХ: 5"^"' Г"' ^^ '■ -~-{1пХ„; 
нерепосъ оси г„ на ось 02 обусловитъ скорости: 

по ОТ: ГаХп , по ОХ: — ГвУп ■ 

Сл'Кдова1;ельно, переносъ осей р^, §„, г„ на оси координатъ или, 
что все равно, — оси Шп въ точку О, обусловитъ сл'Ьдующ1я прибавоч- 
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нын постулательныя скорости, «„, V„, 1о„, но осямъ коордннатъ: 
«„ =3 ^^га — Г„1/„ , 

:.\ ~ г^х„ ~ рг^„ , (67) 

Если мы перенесемъ въ О вс* ланныя т осе№, то въ резуль- 
тат* очевидно получатся: во-первыхъ три вращеп1я около осей ксор- 
динагь: Р, §, Я, 1!ри чемъ 

или, обозначая опер!1Ц1ю (■у)1«01!ан1я черезъ 2: 

Р = ^у,, ^^^^, 11 = ^г; (08) 

во-ЕТОрыХ'ь— скорости по осямъ коордннатъ: II, V, 1Г, который 
очевидно олред'Ьлятся такъ: 

1'=1.[_>'х~рг), (69) 

\У^-^(ру — ах). 
Вращен1я (68) и поступателышя двпя!ен1я (69) даютъ очевидно:, 

1) 1!ращен1е около нЬкоторой осп, нроходящсл черезъ О, съ угловою 
скоростш 

П'^-Р'^Я' + Я' , ( -0) 

при чемъ косинусы углосъ нтоп оси съ осями коордннатъ Г»удутъ 

РОВ 
ссй {И,х) ~ , соз (О,;/) — ~ , СС8 (11,г) = ,.■ ; ( ^ 1 ) 

2) поступательное движен1е, со скоростью 

0^=1?^ У'+ Т■К^ (72) 

при чемъ направление ^гтой скорости определится такъ: 

П V \У 

сов (0,^) = ^, , сов {С,ю = ^, , соз (С,^) = -^- . (73) 

Уголъ вежду направлен1ян11 И и С определится такъ "): 



"" а ■ С ^ и ■ С "^ а ■ с ' 



(74) 



*) Попйще, еслп даны углы двухъ лин!^ съ осянп коордннатъ (д.1п одной: 
и, р, т, а для лрз'ГОЙ; п, Ь, с), то уголъ ^р между ними им отыщеяъ тпкинъ 01'>ра- 
зоиъ. На одкоГг кзъ .тин111, по/ожнмъ гервой, отловпмъ длину /; продожен1е этой 
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Окорость С разложнмъ на дв!: одну, направленную по оси Бращен!я О, 
Еиличина которой будетъ 

-4=-- О сов СП, С), (75) 

и другую, перпенднкуляриую къ ятой оси, величина кото^'он будстъ 
очевидно 

Л=С5ш(а,С-). (76) 

Переы4'сеиъ теперь ось И параллельно самой себЬ по направленш, 
нериендикуляриону плоскости И и С, на длину С1С8ш{а,0} вл'Ьво 
отъ направлен1я скорости С8ш(а,С)\ въ результат* получимъ угло- 
вую скорость а, около неренесенной оси, и поступательную скорость 
С'сой (^,6'), кдоль по зтой осн. Такииъ образокъ, ВС* вращен1я: Шц 
ш^.-.сот, замЪнимъ однимъ винтовымъ пере)1'Ьщев1емъ. 

Координаты, 5, г,, ;, точки, въ которую должна быть въ посл'Ьд- 
Н1Й разъ перенесена ось й, найдутся такимъ образомъ. Если мы 
перенесенъ ось ^ изъ точки О въ точку (^, '/;,[;), то, какъ легко 
Енд'Ьть изъ (67), къ прежде бывшимъ поступательныиъ скоростямъ 
I/, V, IV еше прибавятся скорости 

щ~Яс, ^1:~^1. е^-Рч, 

воторыя, слагаясь съ первыми, должны дать только проложе111я некоторой 
скорости Л', направленной по оси Брашеи1Я, т. е. дать три скорости: 

СдЪдовательно, въ такомъ случаъ должны удовлетворяться уравнен1н; 
Р 



-Ч', + и= 



Я1~1\ + Г' " "'' 



(77) 



а' 



длины на другую лпв1ю йудетъ ^соб^; во составляющая лин1и I по оояиъ воорди- 
ватъ будугъ: I С08 а, 2 сов ^, йсов,, которыя со второю лав1ею будутъ дЬлатв оче- 
видво углы а, Ъ, с; пролоягенгя этихъ составляющих!! ва вторую лингю будутъ: 
I сок а сов 1, ^ сое 1^ сов Ь, ^соетсовс; а гавъ какъ аролоаен^е одной лявги ва дру- 
гую равно сумиЪ проложеюй на туяге вторую ли 
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азъ ЕОторыхъ мы и опред-Ьлпмъ искомый координаты ;, т], ^ и ско- 
рость А'. Умножая эти уравнеН1я соотв-Ьтственно на Р, (^, ^^ и скла- 
дывал, мы получаемъ, помня (70): 

откуда па основантн (7-1) п (75) заключаелъ, что 

А' = А. 
Иокжючая неизвестное Л' нзъ ур. (77), кы получаеиъ два у11а11не- 
н1я для опред Ь.5ен1я трехъ аелпчинъ ^, т], ;;; следовательно положе- 
Н1е искомой точки остается иеопредЪленнымъ, чего п следовало ожи- 
дать, п5о. разъ найдя одну точку, въ которую должно перенести па- 
ралелльно самой себ'Ь ось ^^, мы можемъ указать еще на ывопред!- 
лениое число точекъ, лежащпхъ по нанраллен11о этой оси п удовле- 
творяющихъ требова111ямъ задачи. Одну изъ точекъ, черезъ которыя 
иройдетъ ось О, въ своемь ковомъ положении, мы можелъ найти 
сл'Ьдующиыъ ооразомъ. Подставлял въ ур. (77) величину 

А>^^(иР^Г(^+Ш<, 

и замЬня!! соотвЬтствекно пъ каждомъ изъ упомянутыхъ уравнен1Й 
величины Р\ (^^ В^ черезъ 

а^-'^2^Е\ а^^в-^ — р''^ а'—Р' — д'', 

мы представимъ уравне!пя (77) въ впдЬ: 

откуда видимъ, что координаты 

р _ Е Г- еж _ РЖ- ви __ Я][_-^РУ_ .-7Г 

удовлетворяя ур. (77)', прннадлежатъ точкЪ, черезъ которую должна 
пройти ось 1^. 

Если данныя вращен1я не производятъ въ результат* пнкавихъ 
перем1;щеи1Й системы, то изъ (1>8) п (69) очевидно, что должны удо- 
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ЕлетБОряться услов!!!: 

^ ' -' ' (78) 

Если удовлетЕоряютея только пе1)выя три чзъ вышеприведенныхъ 
условий (78), то въ результате данныхъ вращений будетъ одно только 
поступательное нерем'Ьщен1е; еслп удовлетворяются только посл'Ьдн1Я 
три УСЛ0В1Я, то данныя вращения могутъ быть заменены одннмъ 
только Бращен1емъ около осп, проходящей черезъ О. Наконецъ, усло- 
В1е существован1я некоторой результирующей оси, безъ иоступатель- 
наго по ней дв1[жен1я, будетъ очевидно по (74); 

со8(1А,С)=0 или ОРл- Г(2+ ^УП^О . (79) 

Въ общемъ случаЬ сложен1я угловыхъ скоростей, представленномъ 
здесь, заключаются конечно вс'11 частные случаи, разснотр^нные въ 
начал'Ь параграфа. Возьмемъ для прим'Ьра двЪ параллельный однои- 
менный оси. на разстоян!!! Ь другъ отъ друга, со скоростями ш^ и ш^ . 
Плоскость об'Еихъ осей примемъ за плоскость 2^Х.-. одну пзъ осей — 
за ось г— ОЕъ. Тогда очевидно: 

^'1 ^ ^1 = ^ 1 ^1 ^ <'^1 1 ^^'х = ^1 = ^! ^ с 

р^ = I/, = о , ^■^ — (0^ , х^ = 11 , Уз =г г^ = 0. 

Урр, (68) п (69) оудутъ: 

Р^^^0, Е = ы, + ы,, 

(см. в1) 
1'=г-.0, Г^кш^, ТУ=0. 

Урр. (74) п ЦЬ) дадугь: 

со8(11,С) = 0, Л = 0, Б=С = Ны^, 
БСЛ'Ьдств1е чего урр. (77) обращаются въ 

((01 -г м^) )] = О , — ((0^ т- ы^) ; -)- Лш; = О , (см. (60)) 
откуда г^ = 0\ т. е. результирующая ось лежитъ въ плоскости Х2. 
Съ иомощ1ю форлулъ (»)7) можно легко выразить скорость каж- 
дой точки неизменяемой системы, зависящую отъ угловыхъ скоро- 
стей этой последней. Пусть будутъ даны угловыя скорости системы, 
^), 2- '% около трехъ взаимно нернендикулярныхъ осей, проходящнхъ 
черезъ одну точку. Примемъ эти оси за осп координатъ, и оиредГ- 
лимъ скорости вдоль .этихъ осей для какой нибудь точки систс- 
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«ы. координаты которой суть х, у , 2. Для этого перенесемъ всЬ 
три оси вращен1я параллельно саинмъ се^-Ь въ точку (х, у, *), Тогда 
къ врашательнымъ скоростлмъ системы, около новыхъ осей, мы должны 
приоавить еще поступательныя скорости 

и^гу — (1г , V ^рг — гх , ^с=■-^x — р^/ . (80) 

Но сама точка [х.у.г), которая теперь будетъ лежать ва оси вра- 
ще1йн, очевидно будетъ перемйщатьса только всдЪдств1е поступатель- 
наго двил:ен1л системы, и не будетъ следовательно им*тъ другихъ 
скоростей, кром* (80); а такъ какъ движен1е системы, выражаемое 
скоростями ея точекъ, одно и тоже, предетавили-ли мы осп вращени! 
на нхъ старомъ мЪстЬ, безъ ноступательныхъ ДБИжен1й, или— на но- 
вомъ, съ поступательными скоростями, то выражения (80) должны 
очевидно представлять искоиыя скорости точки (х, (/,г), завислщги 
отъ вращен1й р, 5, г, около старыхъ ооеа. 



§ 14. Ускорения точенъ неизменяемой системы. 

Такъ какъ точки нензкЪняемоЙ системы въ течен1И кэждэго 
элемента времени движутся вообще поступательно я виЪстЪ съ тЪмъ 
по вругамъ, около мгновенныхъ осей, то ускорен1я каждой точки 
системы будутъ очевидно слагаться изъ ускорен1Я постунательнаго 
движен1я, общаго всЪмъ точкамъ системы, в изъ ускорен1Й круговыхъ 
движенШ. Эти посл'Ьдн1Я въ свою очередь слагаются каждое изъ двухъ 
взаимно перпендикулярныхъ ускорен1й: одного, направлекнаго къ цен- 
тру круга, и д::угаго — по кругу. 

Если величина угловой скорости системы ш изменится безкокечно 
мало, получивши безконечно малое приращек1е йо», то скорость точки 
по кругу изъ величины гы, гд* г есть разстоян1е- точки отъ оси вра- 
щен1н, обратится въ г (ш + йш), получая очевидно приращен1е г4<и. 
Г' л. , йы ,, . йш 

Сл-Ьдовательно, ускорен1е точки по кругу будетъ )'-г7. Отношеше -^ 

называется угловымъ усворен1емъ системы около данной оси. 
Очевидно, что приращен1я угловой скорости, а сл1>дОЕательно и угло- 
вым ускорек1Я, слагаются также, какъ угловыл скорости. 

Ускорен1е, направленное къ центру, иди центростремитель- 
ное, будетъ равно — , гдЪ г- есть скорость точки по кругу; но тавъ 
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как1, г'=гш, то следовательно центростремительное ускорение вы- 
разится черезъ Г(о^ Итакъ, все ус1!орен1е д точки {х,у,г). яавнси- 
'щее отъ вращательнаго двпжен)я снстемы, найдется изъ урав:[е1ия 
<см. (24)): 

■ — -5-ЖЧ^- 
Иримуьчаше. Такъ какъ угловыя ускорен1а слагаются также кэкъ 
■снорости, то г1роложен1я ускорен1Й на прямоугольныя оси координатъ 
лаПдутся по формул! сложен1я (80). Если угловая скорость м, около 
какой нибудь оси, воз1>астаетъ по величин-Ь и на[1равлен1Ю 11а Дш, то 
ел слагаюш1я угловыя скорости ^), ^, г получаютъ соотв-Ьтственно 
прИ1)ащен1я др, 1^(1, сЪ\ величина воторыхъ выразится ребрами лря- 
моугольнаго параллелепипеда, п1агональ котораго есть Дщ . СоотвЪт- 
ствующ1я приращен1я скоростей по осямъ координатъ: да, (7с, (Ы\ 
для какой нпбудь то'1Ки [х,у,г), найдутся по (80): 

Аи^Аг .у~^д^.з , йь=:(1р.г — Аг.х , (?№=^(?2 -э; — йр.у . (82^ 
Д-Бля об* части каждаго изъ предыдущикъ уравнен1Й на элевентъ 
времени д1, получпмъ въ лЪвыхъ частяхъ ускорен1я по осямъ коор- 
дннатъ для данной точки, а въкравыхъ ихъ вы]»ажен1я, съ помощ110 
слагающихъ угловыхъ ускорен1й: 

Л(_ Иг (?2 дV д.р ёг ^"' __ <7з Ар 

1й~~^'Ш~^1Г Ш^^Ж^^Ж' ~(и^^<И~^Л' ^ ' 

Такъ какъ пр||ращеи1Я ёр,(Ц,^г онредЪлаются, какъ величины про- 

Л0!кен1й некоторой лиН1и, равной по величинЪ Дш, на осп координатъ, 

то очевидно, пхъ частныя отъ дЪлеп^я на сН, опред'Ьлятсл такимъ-же 

образоиъ; сл-Ьдовательно, обозначая углы направлел1я Дм съ осями во- 

ордннатъ черезъ (Дм,ж), (Д<д>,1/), (Дм,?), 5удеиъ ии-Ьты 

ф) Дш ^^ ^ А^ ^ы , . ^ (1г ^ы .^ , ,- , , 
д = ~^--с„аГД«Л, -^-- = -с„И4»,й. ,„ = -^-,соз(4„,г). (84) 

Если мы обозначимъ черезъ д разстоя!пе точки (ж,)/, г) отъ оси 
вращ1Ч11Я, а черезъ {д,х), {д,у), {'),г) — углы, которые это разстолн1е 
дЬлаетъ съ осями координатъ, то нроложен1Я центростреиительнаго 
ускорен1я па зти оси 5удутъ: 

(?м^ соз ((?,аг) , ^^0)' соз ((^,1/) , ^со^ С08 {д,г] , (85) 

причемъ паправлен1е по д должно совпадать съ пэпра1!лен1емъ раз- 
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§ 1* 



сматриваенаго ускорешя, 



т. е. идти отъ точки [х,!/,2) къ оси. 
Пусть ОД (рис. 42) буд(!тъ направлеиге 
оси ю, ЛВ — направлен1е О, и р — 1)азстонн1е 
точки Л отъ начала координатъ, считаемое 
отъ О къ А. Тогда очевидно (еыотр. ко- 
нецъ § 4), проложеы1е на какую ннбудь ось 
координатъ длины ОБ равно сумл'Ь вро- 
Л0ЖСН1Й иа туже ось длинъ р и д. Сл1;до- 
довательно для оси ж— овъ, нанрим'Ьръ: 
Р"е. ^2. ОВсоз(со,я;) = рсо8(р,а;) + ^еов((?,ж). [86) 

Но изъ треугольника 0-^5: ОЬ' = рсоз (р,со}, *1 кромЬ того очевидно: 

СО&(р,Х)^ — , С08(р,?/)= - , С08(р,г)=: 




л 

р ' --— - р- 

сов Ср. со) = ео8(р.х')ео5(ш,а;) -^ со8(р,у)сов((о.г/)-| 
_х р , у ^ е г 



соз(р,г)соз(ш,^) 



гд'Ь р, §, г суть состасляющ!!! угловыя скорости отъ ы , около осей, 
координатъ. Равенство (86) такииъ образомъ обратится въ 

, / X р . у а , е г\ X , , ., 

р сон (Ш.х) — ■ —--г — ■ — -1 ■ — ' =р ■ |-С?.С08 [0,Х) , 

' ■ \ р (О р (О р ы/ ? 

всл'Ьдств1е чего изъ (85): 

д . ы^ сое (д,х) = (рх + ^^/ -'- гз)р — ч>-х , 
и тнкнлъ же ооразомъ очевидно: 

д . Ы-' с(18 (О.у) = (ра; Н- ад + г^') 2 — ш^г/ , 
д . ю- С08 {д.г) = (^х -]- з^ + г^^ г — ы-^; , 
Обозначая теперь черезъ 7,, Л^ ^'■1 составляюш1л по осямъ коорди- 
натъ ускорен1я постуиательнаго движеН1я точекъ системы, мы полу- 
чимъ, на основаши(83) и (87), слЪдуюш1я выражен1я для составляю- 
щихъ по осямъ координатъ полнаго ускорения какой иибудь точки 
{х,у,з) неизм*няемой системы: 



(87> 



11г 



" -^ + (!"'+ Я!1+"^1' ' 






уСоо^к 



§ 15 Г,5АБА 1. Кинематика. 89 

Такъ какъ поступательное двпжен1е, общее всЁмъ точкалъ систе- 
мы, можетъ быть вообще криволинейпынъ, то ускореи1е этого движения 
тоже можетъ быть представлено, на основан1и § У, какъ результи- 
рующее двухъ ускорен1й; по траэктор1И и но ея рад1усу кривизны. 

Очевидно, что форма выраженШ (80) останется одна и таже, по 
какимъ-бы тремъ взаимно нерпендикулярнымъ направлешянъ мы ни 
разлагали угловую скорость со данной оси, лишь-бы эти три папра- 
Блен1Я были приняты за оси координатъ, при опред*лен1и ]10Л0жен1Я 
точекъ систевы. Такимъ образомъ, мы мошемъ или всегда сохранять 
одно и тоже нанравлепте осей координатъ, или для каждаго мо1яента 
времени выбирать повое. Последнее инЪетъ м4сто, когда мы отмЪ- 
чаенъ положен1е точекъ системы относительно осей координатъ, не- 
изм'Енно связанныхъ съ системою и вмёстЬ съ нею вращающихся въ 
пространств'Ь. 

Съ помощью изв'Ьстныхъ правилъ аналитической геомстр1и легко 
найти 1!роложен1я ускорен1Я на неподвижный оси координатъ, зная 
эти проложсн1я для подвижныхъ осей, и наоборотъ. 



§ 15* Опред'Ьлен1е движен1я неизменяемой системы. 

Мы вид1ли въ § 13, что движен1е точекъ неизмЪпяемоя систе- 
мы вполне известно, если дано движен1е одной какой либо точки си- 
стемы, и кромЬ того, дано положен1е некоторой оси, проходящей че- 
резъ упомянутую точку, около которой должна повернуться система 
па опред'ЕленныЙ уголъ, чтобы ея точки пришли въ положен1я, за- 
нимаемыя ими въ данный моментъ времени. Посмотрикъ теперь, ка- 
кими аналитическими БЫражен1ями представляются выше упоиянутыя 
данныя. 

Положение точекъ системы и его изм'Бнен1л мы будемъ опред-Ь- 
лять относительно п^Ькоторыхъ опредЬленныхъ осей координатъ. 
Если ^, 1, 5 будутъ ординаты той точки системы, черезъ которую 
должна проходить ось вращешя, т. е. координаты центра враще- 
П1Я, то движеП1е этой точки (§ 1) вообще можетъ быть определено 
уравнен1йми: 

'^=Г,(Л, т] = /",(0- С^ЛШ. С89) 

11ерем'Ьщен!я точки (5, "1, ;) этими уравнеи1ями будутъ определены 
вполне: остальныя точки системы, кронЬ этого перемещен1Я, будутъ 



уСоо^к 



90 Глава I, Кинкматика.. § 15 

им-Ёть еще. друг1Я, обусловливаемыя вращеН1аик около мгновенныхъ 
«сей. проходящикъ черезъ точку (^,1,;), Но все безчйсленное ишо 
жество безконечно малыхъ вращен1й, совершенныхъ въ течении ка- 
кого либо времени ?, ложетъ быть зам'Ьнено однинъ конечнымъ пово- 
ротомъ около некоторой оси, проходящей черезъ тотъ-же иентръ вра- 
1цен1я. Следовательно, къ концу любаго промежутка временя ^, т. е. 
для любаго момента временп I, мы можемъ вообразить себ11 некото- 
рую ось вращсчпя, поворотъ около которой на определенный уголъ ^^ 
лрибавясь къ поступательному двпжен1ю (89), приведетъ точки си- 
стемы въ Ехъ положения, соот8етствующ1Я данному моменту времени 
и занЬнитъ собою всЬ безконечно малыя вращен1я, еовершенныя си 
стелою, отъ начала дви11!ен1я до даннаго момента времени. Положен1{; 
такой оси съ одной стороны определено тЪмъ, что она должка про- 
ходить черезъ точку (^. г,,^); съ другой стороны, 011редЪлен1е этого 
положен1Я окончательно добавляется даннымъ направлен1емъ оси, ко- 
торое будетъ известно, когда известны два как1е либо изъ угловъ 
а, ^, -,-, образуемыхъ положительнымъ направлен1емъ оси съ осями 
координатъ "). Такъ какъ вообще эти углы для разныхъ моментовъ 
времени очевидно будутъ различны, то направлеЕ11е результирую- 
щей оси, въ концу любаго времени Л должно быть дано уравнениями вида 

а^^-ДО- |^ = -?'Д0> (90) 

НЗЪ КОТОрЫХЪ, съ П0М0Ш[Ю СО0Т1[0Шен1я 

соз' а -[-■ СОЙ* р -р ео8* у ^^ 1 , 
мы иоженъ всегда вывести третье уравнение вида 

у^-^-ДО- (УО)' 

Должно заметить, что эта результирующая ось, вообще говоря, 
не будетъ представлять собой ни одной изъ мгновенныхъ осей, какъ 
это очевидно изъ ея определения, Навонецъ уголъ поворота ф, около 



*) три ума а, р, т для всякаго направлеы!я связаны мешду соОию, Ц1^я нря- 
ноугольцыхъ осе!! яоордиывтъ, уравнен1еиъ 

Дгйетвительно, е^ли иы отлоаииъ по нищему Н4правлен1ю какую нибудь длину /, 
то пролотен!^ этой длины на оси координатъ Йудутъ: I соа а, / соа ^, I еоа ■]■; а такт, 
вакъ /есть диагональ прямоуг. параллелепипеда, реОрэкогорагл суть вышепрпввден- 
»ыя иролол1ен1я, то 
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положительнаго направления данной, для конца времени (, результиру- 
ющей ОС!!, долженъ быть опррдЪленъ, для конца того-же времени, урав- 
нен! с мъ 

? = ?(0- (91) 

Шестью уравнешями (Щ, (!)()), (91): 

а^.^'дО- 1^ = -^1№. 9=9(0. 
ДЕ11жен1е неизмйняеиой системы вполне определяется, к, для лю5аго 
момента времени (■, мы можемъ по нимъ опред11Лить положеше въ 
пространстве любой точкн системы. 

Вообще, если мы представпмъ себе 11ав1я нибудь три оси коор- 
динатъ, неизменно соединенны)! съ системою, то положеН1е точеш 
этой последней, относительно тавихъ коордннатъ, останется одно я 
тоже во время дв11жен1я; самыя-же осл коордпнатъ будутъ двигаты.';! 
вместе съ системою. Следовательно, положен1е точекъ системы въ 
пространстве, т. е. ихъ положеН1е относительно некоторой другой 
неподвижной системы координатъ, определится вполне, если мы бу- 
демъ анать положен1е вышеуномянутыхъ нодвижныхъ осей относи- 
тельно неподвижныхъ. Аналитическая 1еометр1я учитъ насъ, что по- 
ложеи1е одной системы координатъ относительяо другой определяется 
шестью данными. Если одна изъ снстемъ движется, то упомянутыя 
данныя будутъ изменяться со временемъ, и двпжен1е будетъ опре- 
делено, если все они будутъ выражены, какъ некоторый функц1и вре- 
мени. Такимъ образомъ яы опять пр1Йдемъ къ шести уравнен1ямъ, 
«пределяющймъ движен1е неизменяемой системы. 



Если для каждаго момента времени даны: 1} три слагаюш1я ско- 
рости и, о, го, по осямъ координатъ, поступательнаго движен1Я неиз- 
меняемой системы и 2) три угловыя скорости р, {, г системы около 
осей координатъ, то для каждаго моме1!та времени мы можемъ найти 
скорости, по осямъ координатъ, для любой точки спстемы, координа- 
ты которой въ этотъ моментъ времени будутъ ж, г/, 2. Упомянутыя 
скорости, Vx, Vу, VI, очевидно будутъ слагаться, каждая, нзъ скоростей 
поступательнаго движея1я, и скоростей, зависящихъ отъ вращен1Я и 
данныхъ въ выражен1и (80); т. е.: 
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или но (8У): 

у, = и -|- ?-]/ — З'Э , 

и^. = о —^12 — те , , (93) 

Въ такомъ вид* представятся скорости любой точки (ж, у, г^) си- 
стемы, къ концу Н'Ькотораго времени ^. Знап первоначальное положе- 
н!е для какой нибудь точки системы, т. е. зная ея первоначальныя 
координаты х^, г/д, г^, мы найдемъ ея координаты х^, г/^, з^, къ кон- 
цу иерваго элемента времени 4{, слгдующпмъ образомъ: 
х^:=х^,-г V^xЛ^ =; а;^ -|- 11,,^^ + г/^^'о*?* — •^оЗо'^^ ■> 

гдЪ Цд, Оо - ■ ■ Ро< 1?о " "^^ Д- *^1'ть скорости, Бзятыя Д.1Я начала дви- 
жения. Координаты %, г/г, ^^, въ концу втораго элемента времени, 
определятся такъ; 

гдй х^, у^, *1 должны быть определены изъ нредыдущихъ уравне- 
н1й. Произведи такого рода вычислен1я для безконечно большего чи- 
сла п послЪдовательныхъ элементовъ вреиенн, мы получимъ коорди- 
наты разсматрпваемой точки системы, для конца .шбаго конечнаго 
промежутка времени I (равнаго очевидно тЩ: 

у„ =(/„-{- 2и,й(=у„4-20й(-|-2^)гй( — '^гхАЬ , (94) 

^Гц ^гг^ -р ^г^йй ^г^ -\- 1,Х0И -у- '^^хй1 — 'ЕрусИ , 

гд'Ь знакъ '^ обозяачаетъ, что озята сумма отъ ч,1епо!;ъ, ттдъ кото- 
рыхъ определяется выраже1псмъ, стоящимъ за знакомъ суммы. Такъ, 

^^x^^ = ^^^x^ё^ -\- г^х^Ш -\- *\х^(И -^ ■ ■ -г^Хг^И-, и. т. д. 

Интегральное, исчисление даетъ иаиъ способы находить такого рода 
суммы. Суммы вида 2го^^ отличаются отъ суимъ вида 11гхА1 тЬмъ, 
что въ первой сумм'Ь все члены даны, какъ фунвц1и времени; во вто- 
рой-же каждый членъ суммы множится на искомую величину ж, у 
или г, которая можетъ быть определена суммован1емъ для конца 
предыдущаго момента времени. Снособъ нахожден1я такого рода суммъ,. 
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въ которыхъ каждый членъ суяиы 51нож11тся на исколую (.'увму, 
дается въ теории дифференц1альныхъ у]>авнен1Й, 

Точно также легко видЪть, что еС1п даны для важдаго момента 
времени (т. е. какъ функции креисни): 1) ускорен1Я.по осямъ коор- 
динатъ поступательнаго движен1я системы, 2) угловыя ускорен1Я 
около осей координатъ, 3) начальныя скорости поступательнаго дви- 
жен1я II 4) начальныя угловыл скорости, то, съ понощ1Ю урр, (88), 
можно определить прлращен1е скорости для любоп точки системы, къ 
концу любаго промежутка времени, и за т'Ьмь по скоростямъ найти 
координаты этой точки, какъ было показано выше. Р'Ьшен1е такой 
задачи выполняется опять съ 110иощ1Ю суымоБан1п приращен1й ско- 
ростей, для послЪдоватедьныхъ элементовъ времени. При этихъ сум- 
мовашяхъ опять члены суммы будутъ помножаться на искомый неиз- 
в-Ьстныя. Следовательно, опред^леше движен1Я неизменяемой системы 
по ускорен!ямъ должно свестись къ р'Ьшен1ю дифференц1альныхъ 
уравнен1Й, о которыхъ было упомянуто выше. 
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ГЛАВА II. 

ООНОБНЫЯ НАЧАЛА УЧЕЯ1Я О ОЖЛЪ {ПРИНЦИПЫ 
ДИНАМИКИ). - 



§ 16. Матер! я, масса. 

Все, что, ЕОУД'Ействуя на паши чувства, представляется на«ъ 
занимающииъ пространство, по .цлпн^Ь, шнрннГ. и высотЬ, называется 
матер! ей, т. е. все, что занимаетъ известный объемъ и такъ пли 
иначе нами ощущается. 

Въ какомъ бы разноо5раз1и видовъ наиъ нп представлялась ла- 
тер1я, иы находимъ въ ней всегда несколько общпхъ качествъ, со- 
вокупность которыхъ опред11Ляетъ наше о ней понят1е. Одно пзъ та- 
кнхъ качествъ уже высказывается въ самоиъ опредЪленп! матер1п, 
какъ чего-то наполннющаго известные объемы. Следовательно, одно 
изъ оощнхъ качествъ матер1и есть протяженность. Другое каче- 
ство матер1и, существовак1е котораго очевидно, есть способность 
перемещаться, какъ въ н'Ьломъ, такъ и въ частяхъ, 1'л1;дова1ел1>н(> 
матер1я, занимающая данный объемъ, иожетъ переместиться, или все- 
ми СБОИЛИ частями однообразно и не менян своего объема, пли раз- 
личными своими частями различно, меняя форму н величину своего 
объема. Отсюда- — 11онят1е о сжимаемости и ра з ши р яем о сти 
матер1и. 

Следовательно, замечая 11зчезновен1е какой нибудь части дан- 
НЙГ11 количества матер1н, мы прежде всего представляенъ себе это 
нзчез[10вен1е, какъ перемещеН1е упомянутой части изъ одного песта 



уСоо^к 



§ 16 Глава И. Игигтнпы Динамики. 1)5- 

пространства въ Д]»уг1)е; при атомт. перем'Ьщеннан матер1л можетъ 
иамъ явиться съ другими качествами, чЪяъ т&, которыя она ииЬла ;(0 
перем'Ьщен1Я. Мы моженъ не акать, куда переместится изчеанувшая изъ- 
даннато м'Ьста часть матер1п, т. е. не и)1'[1ть дакпыхъ для подобнаго опре- 
д'^лен^я; но все таки не моженъ отрицать возможности найти гдЬ, 
либо въ пространстве ушедшую прочь часть матерпг, слЬдовательно. 
у насъ н-Ьтъ осноЕан1й заключать о безсл'Ьдномъ исчезновеши мате' 
р1и, какъ слЪдстЕ^и ея перемещения. Отсюда — нонят1е о неразру- 
шимости яатерЁи и о ея нгпзшЪнпошъ количестве въ н1рЪ. 

Объемъ, занятый сплошь опреа-Ьленнымъ количествомъ матер1и. 
не можстъ въ тоже самое время быть занятъ еще другииъ количе- 
ствомъ натер1и. Въ нротивномъ случае, вся матер!;! вселенной могла- 
бы быть представлена умещенной въ объем*, меньшемъ всякой дан- 
ной величниы. Отсюда — понят1е о непроницаемости матер1и. 

Такъ вакъ натер1я, будучи непроницаема, можстъ однако изм-Ь- 
нять свой объенъ въ извЪстныхъ пред*дахъ, то мы не можемъ се- 
бе представить пространство наполненное такою натер!ею сплошь, 
безъ промежутковъ. Отсюда— понят1е о скважности. 

Промежутки внутри данлаго т'Ела, не запятые матер1Й, иогутъ 
быть при случае выполнены матер1ею другаго вида, нежели тотъ, въ 
которому прпнадлежлтъ разсматриваемое тело. Наблюдая такого рода 
смешен1Я различныхъ вцдовъ матер1и (простыя или хиии'1еск1я), мы 
зам'Ьчаеиъ, что смешиваюийяся виды матер1и могутъ Г|ыть найдены 
въ каждой малейшей частице смеси, насколько только каши средства 
позБОЛЯЮТЪ намъ наблюдат:, тав1я малейш1Я частицы. Вследствье этого 
мы прпходпмъ къ заключеП1ю, что матер1альныя тела должны со- 
стоять иаъ отдельныхъ натер1альныхъ частнцъ, расположеппыхъ на 
некоторыхъ весьма малыхъ разстоян1Яхъ другъ отъ друга. Так1я ма- 
тер1альныя частицы носятъ назван1е молекулъ. 

Нашему непосредственному наблюден1ю доступны только группы 
молекулъ, образующая матер1альпыя тела. Только путемъ умозаклю- 
чен1й и предноложен1й лы можемъ, по непосредствсннымъ наблюде- 
Н1ямъ надъ группами молекулъ, составлять себе поыят]е о тонъ, что 
проиеходитъ съ каждою молекулою въ отдельности. Къ области Фи- 
зики относятся по преимуществу те явлен1я иатер1альнаго М1ра, ко- 
торыя могутъ быть объяснены перемещениями молекулъ. безъ нзие- 
нен1я ихъ Енутренпаго строеН1я, 
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ЕолпчестБО латер!!:, продставлленой дапнымъ тфлом'ь, называетгя 
массою этого тЪла, За ецгнпцу массы принимается количпство ма- 
терин, заключающееся въ опнокъ грамм -Ь. 

Гралмъ есть тысячная доля н^котораго образца, сдЪлэннаго въ 
ЕОНцЪ прошлаго стол'Ьт)я изъ платины и хранящагося въ Париже 
Упомянутый ооразецъ называется килограммъ. Въ свое время ки- 
лограммъ долженг былъ представлять количесто матср111, заключаю' 
щееся вч. одномъ кубнческомъ дециметр* воды, при температур* 4'^С. 
Но познЬЙШ1я пзлЬрешя показали, что количество матерп! въ куб. 
дециметр* воды есть не 1000 грам,, но 1000. 01;5 грам.. Сл-Ьдовательно 
измеряя лассу тЪла, мы сравниваемъ ее не съ колпчествомъ мате- 
р1и, заключенной въ опред'Ьленноиъ объем* воды, но съ количсствомъ 
матерп! опред*леннаго платиноваго образца плп сд'Ьланныхъ съ этого 
образца К0П1П. Въ технцчесномъ отношен1и, посл'Ьдн1й способъ срав- 
нен1я легче и точнее, нежелп первый. 

Количество матер1и, заключенной въ единиц* объема (т. е. куб, 
центим.) даннаго т*ла называется плотност1Ю этого т*ла. Если из- 
в*стна масса М т*ла, выраженная въ граммахг, и его объемъ V, 
выраженный въцент.^ то плотность I) т*ла найдется, на основанш 
вышеприведеннаго опред*лешя, какъ частное массы на объсиъ, т. е: 
^ ^ Ж" грам. 



(1) 



всл'ЬдстБ1е чего еаименоваше, пли рази*ръ. единицы плотности, опре- 
дЪлится такъ: 

грам, 
един. плотн.=^Е — г (2) 

• цент.-' 

Отвлеченное число, представляющее отношен1е уг плотностей ТУ ъВ 
двухъ тЪлъ, называется относительною плотно с т1ю перваго 
т*ла относительно втораго, 

Перечисленныя выше свойства матер1и не указываютъ иамъ 
еще на способъ, какъ найти, во сколько разъ масса даннаго т*ла 
больше или меньше массы образца, прпнятаго за единицу, или вообще 
какъ р*шить вопросъ, равны или не равны массы двухъ данныхъ 
т*лъ. Пока мы «ожемъ только сказать, что двойные, тройные и т. д. 
объемы однородной матер1и заключаютъ въ себ* также двойныя, 
тройныя и т, д, массы; съ другой стороны, мы знаеиъ, что упомяну- 
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тыя массы будутъ во столько же разъ тяжел-Ье. Отсюда мо- 
жемъ вообще заключить, что 4111111. больше масса какого нпбупь Т'Ьла, 
тЬиъ оно тяжел11е. хотя точное значеи1е термина «тлжел'Ьс» узнаемъ 
только впос1Т.дств1и, познакомившись съ д'ЬЙств1еяъ с и л ъ на 
массы. 

Т-Ьмъ НС менЪе перечисленныя выше свойства натер!» приво- 
дятъ иасъ къ понят1Ю о массЪ, какъ о величине, которая такъ или 
иначе можетъ быть измерена и выражена въ опредъленныхъ едини- 
цахъ. Этого П0НЯТ1Я совершенно достаточно для вывода дальнЪйшихъ 
5аключен1Й о д11йств1яхъ силъ, какъ увидимъ ниже. 



§ 17, Первый законъ Ньютона: опред'Ьлен1е лонятт о сил^. 

Данная масса, всл'Ьдств1е установленнаго нами за нею свойства 
подвижноетп, можетъ двигаться различными способами, которые мы 
яожемъ въ нашемъ представлен1и разнообразить до безконечноети. 
То или другое движен!е не представляется исклшчительнымъ призна- 
комъ данной массы, а является ея случайныяъ качествоиъ, обуслов- 
ливаемымъ посторонними обстоятельствами, независимыми отъ самой 
массы. Поэтому, если одинъ разъ мы наблюдаемъ одно движеН1е н'Ё- 
которой массы, а другой разъ— другое дв11жен1е той же самой массы, 
то различ1е этихъ двухъ движен1й обънсняемъ себ^ т^Ьмъ, что вн1ш- 
я1я условия въ томъ и другомъ случае были различны. Эти внЪшн1Я 
услов!я и будутъ причиною различ1я двухъ двпжеН1Й. 

Всякое движен1е, въ своихъ элеиентахъ, есть прямолинейное и 
равнон'Ьрное, Следовательно, одно движен1е отличается отъ другаго 
величиною п направленгемъ скоростей. Дв11жеН1е массы, иа одпомъ 
элемевт-Ь ея пути, будетъ отлично отъ ея движен1я на. другомъ эле- 
ментЪ, когда скорости на обоихъ элеиентахъ будутъ различны какъ 
по величин*, такъ и по направлен1ю, или: движен1е изменится, если 
скорость изменится по величин* и направлен^). 

Причина, обусловливающая и з и Ъ н е 1Й е величины 
и направле111я скорости данной массы и ![езависимая 
отъ этой массы, называется сплою, приложенною 
къ данной масе-Ь. 
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Вышеприведенное 011редЬлен1е силы извЪстно подъ именемъ 
перваго закона ДБИжен1н, который быль формулированъ 
Ньютономъ въ слЬдующвхъ словахъ: 

ТЬю пребываетъ въ оостоянп! покоя или равно- 
м'Ёрнаго прямо л иней наго двлжен1Н, если никакая 
сила, к ъ нему приложенная, не стремится изменить 
!1Т0 состоя и 1е. 

Разематриваи изм'Ьиен1е движеН1я, какъ сл1.дств1е д'ЬЙств|я неко- 
торой внешней причины, мы т*мъ самылъ утверждаемъ, что ыаеса 
не имЬетъ свойства изи'Ьнять свое собственное движен1е. Это отри- 
цательное качество катерп!, состоящее въ н е с и о с о б ц о с т л иу- 
м1^нять свое собственное движен1е, носитъ назван1е инерц1и или 
косности. 11онят1е объ 1!нерц1н очевидно явллется слЬдств1еыъ 
П0НЯТ1Я о сил*, и наоборотъ, допустивъ сначала инерц1ю ыатер1и, 
мы должны пр1йти кг понят1ю о внЪшцея иричинЪ, нарушающей ннер- 
Ц!Ю. Поэтому на м-Ьсто псрваго закона Ньютона мы можемъ поставить 
законъ инерц1И, формулированный въ такомъ вид-ё: 

Всякое тЪло имЬетъ свойство, разъ будучи въ 
ново! пли въ равномЬрнонъ прямолпнейномъ дв):же- 
н I и , в 1. ч н о оставаться с о о т в 1. т с т в е н н о в ъ г о м ъ или 

ДруГОЙЪ ИЗЪ у помяну ТЫХЪ С0СТ0ЯН1П "). 

Но такъ какъ, строго говоря, законъ пнерц1п выражаетъ отри- 
цательное СВОЙСТВО матер1и, го опрез'Ьлен1е силы должно быть скорЬе 
поставлено на первомъ м'ЬстЪ, а не наоборотъ. Действительно, опре- 
деляя силу, мы утверждаемъ, 

что изменете движен1я данной массы обусловливается впЬш- 
нею причиною — силою^ 
а законъ ннерц1и высказываетъ, 

что матер1я сака по себе не можетъ изменять своего движен1я, 
Итавъ, представлепге о силе, какъ о причине изменеп1я движе- 
Н1Я, находяшсйся вне массы, влечетъ за собою представление объ 
инерцп!, какъ объ отсутствш этой причины внутри массы. 

Такъ какъ движен1е можстъ изменяться илп черезъ конечные 
промежутки времени, илп непрерывно, то и дейст111е силы можетъ 

■'■) 311;оиъ 11нерц1и йы.и. уст,1нов,1еыъ раиьше Нь-лтс^иа Галп.теемъ. 
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быть ИИ МГНОВеННЫНЪ и Н])СрыВПЫМЪ, или НУНрорЫВНЫМЪ, Д1;ЙСТВ1Г- 

телыю, сели тЪло, прсбывившсс сперва въ иоко!;, потомъ стало двигать- 
ся равномерно, то это значитъ, что на него под^ЙствоЕЗла нЬкоторая 
сила, изыЪнившая покой на движеи1е. Но пока это т^ло движется 
дал*е рзвном'Ьрно и прямолинейно, на него не д^йотвуехъ никакая 
сила. Если тЪло чсрезъ некоторый промежутокъ времени нзмепитъ 
свою скорость, то это будетъ обусловлено новымъ д'Ьйств1емъ какой 
нибудь силы, которая, разъ изи'Ьнивъ двпжен1е, не продолжаетъ дей- 
ствовать на тело, если оно пойдетъ дальше равномерно и прямо- 
линеВно. Если скорость тела изменяется пенрерывно, т. е, черезъ 
промежутки врешени, которые могутъ быть представлены меньше 
всякой данной величины, то и силы действукиъ непрерывно или, 
что все равно, йхъ дейстЕ1е повторяется черезъ безконечно малые 
промежутки времени. 



§ 18. Второй законъ Ньютона: опред^лен1е величины силы. 

Такъ какъ действ1е силы состоитъ въ изменеН1и скорости 
массы, то оно будетъ различно, если у различныхъ массъ будутъ 
различнымъ образоиъ изменяться скорости. Следовательно, на осно- 
ван1а 011ределе111я силы, мы должны отличать разныя силы другъ отъ 
друга по стольку, по скольку различны массы, на которыя онЪ 
действуютъ, и по скольку различны нзменен1я скоростей, обусловли- 
ваемый этими силами. 

Разсмотримъ сперва, по скольку различаются между собою силы 
вследств1е различныхъ измепсп1Й скоростей. 

Каждую скорость ЛВ (рис. 43) мы можемъ разсматривать, какъ 
результирующую некоторыхъ другихъ двухъ скоростей, положвмъ, 
с ЛС и СЛ. Изменен1е скорости ЛВ въ скорость 

^''..Х ЛВ, мы разсяатриваемъ, какъ результатъ при- 

^^ '. \ бавлен1я (геометрическаго) къ скорости ЛВ 
^■^~ ;-■■ _^я некоторой новой скорости В1). Внешнюю при- 
^\Ь/ чину оппсаннаго изменения, мы называемъ силою. 

* Но результатъ дейстБ1Я упомянутой силы, т. е. 

изменен1е ЛВ въ ЛВ, мы можемъ себе предста- 
вить, какъ пзменен1е одной изъ слагающихъ отъ ЛВ. положимъ СВ,' 
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въ СВ, отъ приложен!!! скорости ВВ. Такивп. образомъ одна и та же 
1:ила можстъ быть одновременно разсматриваеиа, какъ причина, изм-Ь- 
няющая на одну и ту же величину ВВ дв'Ь различный скорости, АВ 
или СВ, одной и топ же движущейся массы. Сл'Ьдовательно, дЪЙст- 
В1е силы не завпеитъ отъ вел I! чины топ скорости, 
к о т о р а н ИТОН) силою и з м 'Ь н я е т с я , а н о а т о и у — и отъ 
Д'ЬЙств^я яругой силы. 

Представнмъ себ'Ь, что на нЬкоторую массу д^йствуетъ непре- 
рывно н1^которая сила; тогда скорость движен1я должна непрерывно 
изменяться, возрастая пли убывая. Пусть сила дЪЙствуетъ на упо- 
мянутую массу непрерывно, въ течен1и н^котораго опред'Ьленнаго 
пронежутка времени, при чемъ не рво начальная скорость массы полу- 
чаетъ н11воторое определенное пряращеН1е; если таже сила будетъ 
действовать на туже массу въ течен1И слЪдующаго. промежутка вре- 
мени, равнаго первому, то она, оставаясь сама себт. равною, сообщитъ 
кассе точно такое же приращение скорости, какъ прежде, независимо 
отъ той скорости, которую эта масса уже пршбрела. Тоже самое 
вавлючен1е сделаемъ для следующаго равнаго промежутка времени, 
и т. д. . Следовательно, если сила одной и той же величины непре- 
рывно действуетъ на одну и ту-же массу, то эта последняя полу- 
чаетъ въ равные, и произвольной величины, промежутки времени, 
равный прпращен1Я скорости; т. е. иодъ действ^емъ постоян- 
ной силы, масса движется с ъ и о с. т о я н н ы м ъ , по вели- 
чине и ы а п р а в л с н I ю , у с в о р е н 1 е м ъ . Если направлен1я уско- 
рения и первоначальной скорости ири этомъ совиадаютъ, то движен1е 
маесы будетъ ирянолинейное, равномерно ускоренное; если упомяну- 
тый нанравлен1я не идутъ по одной п той же прямой, то движе1пс 
будетъ параболическое (см. § 9). Такъ какъ ускоре1!1е всякаго дви- 
жен1я можетх быть разсматрпвасмо, какъ постоянное, ъъ течен1и 
каждаго безконечно малаго промежутка времени, то и всякая пере- 
менная сила можетъ быть разсиатриваема какъ постоянная, въ тече- 
Н1И элемента времени. 

Назовемъ черевъ /' величину силы, которая, действуя непре- 
рывно па некоторую массу, сообщаетъ ей, нъ определенный безконечно 
малый промежутокъ времени Ш, нрпращенье скорости Ли по опреде- 
ленному направлен1Ю. Такъ какъ величина /" не завпеитъ отъ салоп 
изменяемой скорости, то она не зависитъ и отъ того, будетъ ли 
изменяемая С!;орость одна нзъ сяагающихъ некоторой результирую- 
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Ш(;й скорости, или саиан результирующая. Итакъ, сила ( изм*няет'Ь 
скорость массы на Лу, или все равио, она 11зк11няет7> одну нзъ сла- 
гающихъ этой скорости тоже на Дг;. Чтобы измТ,нить на Дг, въ то-же 
время йЬ и въ тоиъ же направлен!]!, другую изъ слагающихъ данной 
скорости, потребна точно такая асе сила (, действующая на туже 
массу. Следовательно, чтооы изменить заразъ на Ду каждую иг.ъ н 
слагающихъ скоростей, на которыя мы можеяъ разложить да1!пую 
первоначальную скорость массы, нужно чтобы на эту массу Д'Ьпстр.о- 
вали по одному и тому же направлению, въ теченп! одного и того же 
времени Л, п одинаковыхъ силъ, каждая равная /", т. е. другими сло- 
вами, одна сила равная п.(. Но если каждая изъ п слагающихъ 
скоростей изиЬнптся на Ди, по одному и тому же направлен1ю. то 
результирующая изм^Ьнится на п\V, по тому же направлец1ю. Следо- 
вательно, въ « разъ ббльшая постоянная сила обусловливаетъ въ п 
разъ большее 1!рнрашен1е скорости, въ одно и тоже время. Поэтому, 
если сила /' обусловливаетъ нриращен1е скорости Ду, а сила /'', Д'ЬЙ- 
ствуя на ту же массу, въ течен1и того же времени ЛЬ^ обусловли- 
ваетъ приращен1е скорости Ду', то 

Яо такъ вакъ [§ 7, (14)] : 

Ду— . дЩ , Д!?' = д'йЬ , 
гд* д и ()' суть уекоре[11я, то 

/■: Г ^-9 ■■ 9'\ (Ю 

т. е. силы, д'Ьйствующ1я на равный массы, относятся, 
какъ ускорен1я, ими обусдовливаемыя. 

Разсмотримъ теперь, по скольку различаются силы, дЬЙствую- 
Щ1Я на различный массы. 

На основан1и перваго закона Ньютона, всякая масса, скорость 
которой измЬняется, должна быть разсматрнваеиа, какъ находящаяся 
подъ дЪйств1емъ силы. Если н'Ькоторая масса изм'Ьняетъ свою ско- 
рость, то и каждая часть ея тоже измЬняетъ свою скорость; если 
каждая изъ п равныхъ частей данной массы получаетъ одннаковыя 
ускорен1я, то силы, дЬпствующ1я на эти части, равны между собою. 
Вся масса при .этомъ получаетъ тоже самое ускореН1е, какъ и каждая 
ея к — ая часть. Такимъ образоиъ, описывая одно и тоже д'Ейсте!" 
силы, мы вожемъ говорить или: п одинаковыхъ силъ действуют;. 
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на п частей массы, т. е. на всю массу, пли: на туже массу дЪЁствуетъ 
некоторая одна сила; сл'Ьдовательно каждая изъ упомяаутыхъ н силъ 
должна составлять «— ную часть той силы, которая дЪйствуетъ на 
вс4 п частей массы; т. е., при однолъ и томъ же ускореП1и, иа массу 
въ п разт. меньшую, должна д-Ьйствовать въ п разъ меньшая сила, 
и наоборотъ. Если следовательно /" и /"' суть ветчины силъ, сооб- 
щающихъ соотвЬтственно массанъ т и ш' одикак1л ускоре111я, то 

Г : Г' = П1 : т'; (5) 

т. е. при одинаковыхъ ускореи1ихъ, силы прог!0рц1о- 
н а л ь н ы к а с с а и ъ . 

Сравнимъ теперь дв-Ь силы: одну /', сообщающую массЪ т уско- 
рен1е д, и другую /"', сообщающую иасеЪ т' ускорен1е д' . Предста- 
вимъ себЪ некоторую третью силу /^', которая сооошаетъ иассЬ т 
ускореп1е д'. Тогда имЪемъ, на основании (4): 

Г" 9'^ 
а на основанш (5): 

/■" т 

Перемножая оба послЪдн1я равенства, паходимъ: 

1=-^, ; (б) 

Т. е. силы, сообща ЮЩ1Я различнымъ массамъ раздич- 
ныя ускорен1я, относятся между собою, какт> про из- 
веден 1я изъ соотв^тствующихъ мах^съ к ускорен1й. 
Если сила р сообщаетъ единице массы единицу ускореН1Я, 
то полагал въ (6): 

, _, цент. 

т^^г грам., д'^^1 ?- » 

' сек.' 

по л у час мъ: 

^:, = »..<(. С) 

Если силу /■' приисмъ за единицу, т. е, положимъ, что еди- 
_ н н ц а с )! л ы сообщаетъ единиц* массы у с к о р е н 1 е е д и - 
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ницу, то величина всякой другой силы, сравнительно съ установ- 
ленной такимъ образомъ единицей, будетъ 

1=тд; (8) 

т. е. въ такомъ случаЪ величина силы измеряется нроиз- 
веден1еиъ и 3 7. массы, на которую она дбйствуетъ, и 
усЕ0рен1я, которое она этой массЪ сообщаетъ. 

Единица силы, определенная вышеупомянутымъ образомъ, назы- 
вается дннамою или диною. Наименова111е дины на основанп! (8) 
слЪдующимъ образомъ выражается черезъ основный наименован!)! 
длины, времени к массы: 

грам. цент. ,-,, 

сев/ ' 

Вышеприведенное 8ыражек1е (8), определяющее величину силы, 
представляетъ второй зэк онъ движ1;н1я, формулированный Ньюто- 
номъ въ сл11дующихъ словахъ: Изм'Ьнен1е ДБИжен1я пропор- 
И10нально приложенной силе и нроисходитъ въна- 
Т1раБлен1П силы. При этомъ по дъ величиною изм'Ьаен1я движен1я 
должно очевидно разуметь ир0Езведен1е изъ массы и усворен1Я, 

Тоже самое представлен1е о величине изменения двия!ен1Я мы 
можемъ составить себе еще другимъ образомъ. Если 1!екоторая по- 
стоянная сила/ дЬйствуетъ непрерывно на массу ж, въ течен1е про- 
межутка времени ^, то результатомъ такого дМств1я будетъ изме- 
нсн1е первоначальной скорости г^ въ некоторую другую V, при чемъ 
очевидно 



и следовательно 

^^ш^^-ш^ (10) 

Произведенхе изъ массы и скорости называется количествомъ 
движения, п отъ действ1я силы оно очевидно изменяется. Числи- 
тель дроби, въ правой части равенства (10), очевидно представляетъ 
приращен1е (вообще геометрическое) количества двпжен1Я, въ течении 
промежутка временя 1\ самая же дробь представляетъ приращение 
количества движеН1я въ единицу времени или, по вы- 
ражен1ю Ньютона, 11зкенен!е движен1я. 
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На основании (10) мы можемъ написать; 

/■( = «№ — т«,, (11) 

откуда видимъ, что одно и тоже приращение количества движения 
можетъ быть вообще обусловлено различными силами, которыя д^й- 
ствуютъ въ течен1е различныхъ промежутковъ времени, ио такъ, 
что произведен1е изъ силы и промежутка времени остается одн» 
и тоже. Упомянутое произведен1е (I называется импульсомъ 
или толчкомъ. СлЪдовательыо, величина импульса изм-ё- 
ряется приращен1емъ количества движен1Я. Увеличи- 
вая одновременно силу /" въ « разъ и уменьшая во столько же разъ 
время ея дМств1я, мы не измЪнимъ величины импульса «/".-, а 
сл'Ьдовательно не изм'Бнимъ и обусловливаеиаго ииъ приращен1Я ко- 
личества ДВИЖСН1Я. Если п будетъ безконечно велико, то мы полу- 
чимъ въ результат* дМств1е некоторой безконечно большой силы, 
продолжающееся безконечно налое время. Имиульсъ, соотвЪтствующ1й 
этому дЪйств1Ю, будетъ обусловливать мгновенное сриращеН1е коли- 
чества движен1я на нЬкоторую замЪтную величину. Следовательно, 
только безконечно бодьш|я мгновенныя силы могутъ производить ко- 
нечныя изм11нен1я количества движен1я. Очевидио также, что одно и 
тоже конечное измЬнен1е движен1я вожетъ быть произведено или 
безконечно большою игновенною силою, или конечною силою, дей- 
ствующею въ течен1и конечнаго промежутка времени. 

При непрерывномъ перемЪнномъ движен1и скорость изм'Ьняется 
отъ одного элемента пути къ другому, по величин* и направлеН1ю; 
соответственно изменяется также и количество движен1я тV, к 
тоже — по величине и иаправлен1Ю, Каждое прирашен1е этого количе- 
ства, которое мы обозначимъ черезъ Д(ш , V) , обусловливается импуль- 
сомъ (толчкомъ), сообщаемымъ движущейся массЪ въ направден1и 
упомянутаго приращен1я. Если /" будегь сила, действующая на массу 
т, и (Ы — время, въ течен1и котораго проходится элементъ пути, то 

(а^=^{тV-). (12) 

Какъ и прежде, величина импульса не изменится, если сила будетъ 
увеличена въ и разъ, а время ея действ1я во столько же разъ умень- 
шено, ибо мы будемъ иметь тогда 

п^.- = ^^тV). (12)' 
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Если п сд^лаемъ больше всякоК данной величины, то получимъ дМ- 
ств1е безконечно большой силы «/', продолжающееся такое время, 
которое безконечно мало въ сравне1ии съ выбраннымъ уже безконечно 
малыиъ промежуткомъ Л1\ т. е. Д'ЬЙств1е силы будетъ мгновенное 
даже по отношен1Ю къ элементу времени М, и будетъ продолжаться 
только въ те.чеп1и безконечно малой части этого элемента. Такнмъ 
образомъ мы видинъ, что элементарное приращен1е количества дви- 
жения, также какъ и конечное, можетъ быть разсматрнваемо, или 
какъ результатъ кепрерывнаго Д'Ьйств1я конечной снлн [, въ течеН1и 
безконечно иалаго промежутка времени (?^, или какъ результатъ дЪЙ- 
СТВ1П безконечно большой силы «/", въ течен1и еще безконечно мень- 

шаго промежутка времени — . иъ первовъ иредположенш, скорость 
изменяется непрерывно въ течен1и времени М, съ постоаннымъ уеко- 
рен1емъ, и двия;ен1е по элементу есть параболическое. Во второмъ случай 
скорость изм'Ьняется безконечно малыми скачками, к сила дЬйствуетъ на 
массу только мгновенно въ начал'Ь каждаго промежутка времени ^1\ по- 
этому двйженге по элементу будетъ тогда прямолинейное и равном'Ьрное. 
Но оба вышеприведенный представлен!я о дФйствк силы на элементахъ 
пути не отличаются другъ отъ друга существенно, ибо одно изъ вихъ 
всегда сводится къ другому. Д'Ьйствительно, каждый «зъ безконечно 
малыхъ параболичесннхъ отрЬзвовъ, представляющШся намъ элеиен- 
томъ данной траэкторй!, мы можеиъ снова разбить на безконечно 
большее число еще болЬс ыелкпхъ :1Лементовъ (безконечно малыхъ 
втораго или высшаго порядка), которые будутъ прямолинейные, на 
которыхъ движен1н будутъ равном'Ьрны, и скорости будутъ меняться 
безконечно малыми скачками "), всл'Вдств1е ряда действ!!! мгновен- 
ныхъ силъ, при началЪ каждаго изъ новыхъ элементовъ. Такимъ 
образомъ мы приходимъ онять къ тому же заЕЛЮчен1Ю, которое было 
сделано въ предъидущей глав1: именно, что всякое движен1е, въ 
свойхъ элементахъ, можетъ быть разсматрнваемо, какъ происходящее 
по безконечно малымъ отр^зканъ какихъ угодно кривыхъ лин1Й; это 
заключен1е вполне аналогично съ геометричесвимъ представлеи1емъ 
о кривой, какъ о ломапноЕ. соста1;ленной изъ безконечно малыхъ 



*) Скачки эти будутъ беяковечао налы въ сравнеаш со скачкомъ Ду, Если 
ь раэГштъ на Оезковечво большое число и ыобыхъ Э1е11ентивъ, то величнйа 
важдаго скачка будег-ь — . 
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элементовъ другихъ кривыхъ, изъ которыхъ каждая соприкасается 
*ъ данною кривою по одному иаъ этихъ элементовъ. 



§ 19. Сложен!е силъ. Матер1альная частица и точка. 

Такъ какъ ,1^81:1816 силы на шассу состоитъ въ сообщении этой 
последней нЪкотораго усЕорен1я, то следовательно на11равлеи1е дЪй- 
СТВ1Я СИ1Ы, т. е. самой силы, должно определяться наира8лен1емъ 
ускорения ею сообщаенаго. 

Если т'Ёлу сообщаются несколько ускорен1й по разлп'пшиъ на- 
яравлен1ямъ, то это обстоятельство обозначаетъ, что на т'Ьло дей- 
ствуют!, различный силы по различаымъ направлен1ямъ, к на обо- 
ротъ^ — д'!Бйств1е разныкъ силъ на одну и туже массу обусяовливаетъ 
совместное существован1е различныхъ ускорен1й; т. е, скорости т*ла 
но различнымъ направлен1ямъ испытываютъ различный изменен1Я. 
несколько совместныхъ ускорен1й могутъ быть, но § 6, заменены 
одиимъ результирующимъ, равнымъ геометрической сумме составляю- 
Щйхъ. Существован1е такого результнрующаго ускорен1Я обусловли- 
ваетъ силу, действующую въ его направлен1и. Следовательно, сов- 
местное действ1е н1;сколькйхъ силъ на данную массу даетъ такой 
же результатъ, какъ действ1е некоторой одной, которая и называется 
поэтому равнопействующею или результирующею, На- 
правлен1е равнодействующей совпадаетъ съ направлен1емъ результи- 
рующего ускорен1я; а величина ея равна (по И закон.) произведен1ю 
изъ упомянутаго ускорен1я и массы даннаго тела. 

Графически всякая сила можетъ быть представлена прямою ли- 
Н1ею, длина которой заключаетъ въ себе столько единицъ длины, 
сколько взобрашаемая сила — динъ, и направлен1е которой совпадаетъ 
съ нанравлен1емъ силы. Местомъ приложен1я силы будетъ та точка 
объема массы, которая изменяетъ свою скорость, или должна ее 
изменять въ направлен!» приложенной силы. Если мы разсматриваемъ 
движение различныхъ частей даннаго тела, то должны представлять 
себе силы приложенными къ каждой изътакнхъ частей, которыя должны 
вообразить на сколько возможно малыми. Такъ какъ действ1е одной 
и той же силы, одинаковое для всехъ частей данной массы, не за- 
виситъ отъ формы и величины объема этой последней, то изследуя дан- 
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ную силу, мы мошемъ всегда представлять себ-Ь, что масса, на кото- 
рую она дЪйствуетъ, сосредоточена въ безконечно ыаломъ объем*. 
При этомъ иы следовательно предполагаемъ, что если бы вся масса, 
заключенная въ безконечно маюмъ объем-Ь, была раснред'Ьлена одно- 
родно въ какомъ либо конечномъ объем*, то подъ д'ЕйстЕ1еиъ той 
же самой силы она будетъ двигаться всЬми своими частями такъ-же, 
какъ прежде. Тавимъ образомъ мы приходимъ къ представлен!ю о 
материальной частиц*, какъ о массЬ (конечной или безконечно 
малой велвчпны), сосредоточенной въ безконечно маломъ объем*. 
Всякую данную массу мы можемъ представлять себ* поэтому, какъ 
собран1е латер1альныхъ частицъ. Однако не должно сяЬшивать пред- 
ставлен1Я о матер1альной частиц* съ представлен1емъ о точк*. Какъ 
бы мала ни была частица, она всегда занпмаетъ никоторый сбъемъ, 
который никогда не можетъ быть представлснъ точкою, ибо понят1я 
объ объем* я точк* суть совершенно разнородныя. Какъ поверх- 
ность не можетъ обратиться въ лиН1ю, лпнтя во время, время 
въ массу, такъ и объемъ не превратится въ точку, а останется 
всегда объемснъ, какъ-бы иы его ни уменьшали въ нашемъ пред- 
ставлен1и. 

Вообразимъ некоторую геометрическую точку, принадлежащую 
объему, занимаемому данною массою. Эта точка должна перемещаться 
и получать усворен1я вм*ст4 съ массою. Такъ какъ, при одной и той 
же сил*, усворен1е данной массы очевидно не зависитъ отъ величины 
л формы ея объема, то и ускорения вышеупомянутой точки будутъ 
йбусловливаться только величиною силы, действующей на данную 
массу и величиною массы, каковы бы ни были величина и форма 
объема этой последней. Такикъ образомъ иы можемъ представить 
себ* геометрическую точку, движен1е которой, при данной 
сил*, обусловливается массою, наполняющею тотъ объемъ, куда 
принадлежитъ упомянутая точка. Такого рода точка называется ма- 
тер1ал1. ною точкою. Мы не можемъ, следовательно, говорить 
о матери! сосредоточенной въ данной матер1альной точке, ибо матер1я 
должна занимать всегда некоторый объемъ; но мы можемъ говорить 
о иассе данной матер1альной точки, какъ о массе, связанной съ 
этою последнею и наполняющей объемъ, къ которому принадлежитъ 
данная точка. Очевидно, что понят1я о матер1альной частиц* 
лматер1альноЙ точке существенно другъ отъ друга разнятся. 
Частица можетъ иметь определенную форму и определенную плот- 



уСоо^к 



108 Глава II. Принцицы Динамики. § 19 

иость; матер1алЫ1ая точка связана только съ определенною массою, 
форма и плотность которой могутъ йыть представляемы произвольно. 

Изъ предъндущаго закдю'1аелъ, что материальная точка можетъ 
представлять массу, какой угодно величины и какого угодно объема, 
лишь-бы при этомъ двлжен1Я ея отд'Ьльныхъ частей не отличались 
другъ отъ друга. Если движен1я различныхъ частей дапааго тЪла 
различны, то мы можемъ представить себ'Ь это последнее, какъ совокуп- 
ность н^сколькихъ нассъ, движен1я частей которыхъ одинаковы. Дви- 
жен1е каждой изъ тавихъ массъ мы можемъ заменить двнжен1емъ неко- 
торой матер1альноЙ точки, и всякое тело, такимъ образомъ, разсматри- 
вать, какъ совокупность матер1алы1ыхъ точекъ. Части тела, дяижен1я 
которыхъ разсматриваются, какъ движен1я матер1альныхъ точекъ, мо- 
гутъ быть или конечны, или безконечно малы; въ последнеаъ случае 
иатер1альпая точка будетъ представлять матер1альную частицу, т. е. 
будетъ связана съ ея массою. Но въ некоторихъ случаяхъ прихо- 
дится разсматривать и самум матер1альную частицу, какъ совокуп- 
ность различныхъ матер1альныхъ точекъ: именно тогда, когда различ- 
ный части этой частицы имеютъ различныя движен!я, 

Итакъ, мы можемъ графически представлять силу, но величине 
и направлен1ю л}1н1ей, а объектъ действш силы— геометрическою точ- 
кою, которую должны воображать связанною съ некоторой массою. 

Представимъ себе (рнс. 44) две силы АБ и АС, приложениыя 
къ точк'Ь А. Если т будетъ величина массы, связанной съ этою 
точкою, то длины АЬ и Ас, отложенныя 
на силахъ и въ ж рааъ леньш1я длины 
АЛ и АС, будутъ представлять соответ- 
ственно ускорешн отъ обеихъ данныхъ снлъ. 
" * Геометрическая сумка лин|й АЬ и Ас, нред- 

^'"^' ■**■ сгавляемая линией Ас1, даетъ намъ вели- 

чину и направлен1е результирующего ускорен|я. Наконецъ, удлиннивъ 
ЛИН1Ю А<Л въ т разъ, мы получимъ АВ, которая должна представить 
равнодействующую двухъ данныхъ силъ. Но такъ какъ 

АВАСА1)_ 

АЬ "^ Ас А<^ ' 

то АВ и АЬ, АС и Ас взаимно параллельны, и сл'Ёдовательно АВ, 
будучи диагональю параллелограмма, построенпаго на АВ я АС, пред- 
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ставитъ геометрическую сумму этихъ двухъ лин1й. И1акъ, равно д-Ь й- 
ствующая двухъ силъ, приложен ныхъ кь одной итой- 
же точкЪ, представляется, ио величин* и направлен! ю, 
д1агонадью параллелограмма, построеннаго на у помя- 
ну тыхъ силахъ, вакъ на сторонах ъ. Следовательно вообще: 
равнодЪяствующая Н'Ьсколькнхъ сидъ, нриложенныхъ 
къ одной точк-Ь, есть геометрическая сумма всЪхъ сла- 
гающихъ '). 

Если равнодействующая всЬхъ силъ, приложенныхъ къ данной 
матер1альной точк4, будетъ пуль, то такш силы называются взаимно 
у равной 'Вшивающим и с я. Следовательно, взаимно уравновЪши- 
вающ1яся силы не производятъ всь вм'Ьст* никакого изм'Ьнен1я дви- 
жения пли покоя матер1альной точки. Если на массу, находящуюся 
подъ Д'ЬЙстВ1емъ взаимно уравнов-Ьшивающихся силъ, под-Ьйствуехъ 
новая сила, то д'Ьйств1е атой послЬдней будетъ таково, какъ будто 
упоиянутыя прежде силы вовсе не существовали. 

Очевидно также, что импульсы силы, измеряясь произведе- 
Н1емъ изъ массы и сообщенной импульсомъ прибавочной скорости, сла- 
гаются геометрически также, кавъ скорости, усвореп1я и силы; т. в. 
если ЛВ и АС (рис. 44) представляютъ, по величинЪ и нанравлепш, 
два импульса, то ЛВ представить рсзультирующ1й нмпульсъ. 

Некоторые авторы д^лаготъ различ1е между понятиями, лежа- 
щими въ основан!!! сложения скоростей и ускорен1й, съ одной сто- 
роны,— и сложен1я импульсовъ и силъ, съ другой стороны. Сложен1е 
скоростей и ускоренШ основано на свойствахъ проэктируемой лин1и 
и ея нроэкц1й; правило сложен1я есть сл'Ьдетв1е опред'Ёлен1я слага- 
ющихъ. СложеН1е-же силъ и импульсовъ требуетъ, но мн^нш иныхъ. 
еще доказательства следующего положенья: если двЬ как1я-либо при- 
чины, действуя порознь, обусловливаютъ известны1[ приращешя ско- 
рости или ускорен1я, то тЪже причины, действуя совместно, обусло- 
вить результпруюш1Я скорости или ускорен1я, т. е. геометрическую 
сумму техъ или другихъ. Это положение также можетъ быть при- 
нято, какъ аке10ма или какъ опытный законъ. Но дело въ томъ, 
что вышеприведенное положеН1е, строго говорд, не представляетъ 
собою НИ акС10мы, ни опытпаго закона, но есть непосре д ствен- 



) явно с.1бдуетъ из 
) прямою (см. § 4), 
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н о е с л 1; д с т в П' о п р е д 'ё л е н 1 я силы и импульса. Действи- 
тельно, такъ какъ сила или импульсъ определяются, отвлеваась отъ - 
массы, только уекорен1емъ или приращеньеыъ скорости, то дЪЙств^е 
двухъ силъ или импульсовъ можно назвать тогда только совм'Ест- 
нымъ, когда къ результате получается геометрическая с^мма уско- 
рен1Я или импульсовъ. Въ противноиъ случае, т. е. когда въ ре- 
зультате предполагаемаго нами совместлаго де1гств1а двухъ силъ илв 
двухъ иипульеовъ не получаются результирующая ускорен1Я н скоро- 
сти, мы говоримъ, что къ действ1Ю данны.хъ силъ прибавляется действ1е 
новыхъ, и притомъ такъ, что ускорен1я этихъ последнихъ, сложен- 
ный геометрически съ ускорениями данныхъ силъ, давали-бы резуль- 
тирующее ускорение. Другими словами, исходя изъ принципа неза- 
висимости дМств1я силъ другъ отъ друга и отъ начэльныхъ скоро- 
стей (см. начало § 18), мы приходимъ къ опред*лен1ю понят1я о 
совместномъ действии двухъ силъ или импульсовъ, какъ о действ)и пхъ 
геометрической суммы. 



§ *^0. Трет1й законъ Ньютона: источникъ силы. 

При всекъ фпзическихъ явлен^яхъ, наблюдаемое 1!зменен1е дви- 
жен1я одного какого нибудь тела, а следовательно и суи1ествовэп1е 
некоторой силы, действующей на это тело, обусловливается присут- 
ств1емъ другаго матерьальнаго тела, которое поэтому и разсматри- 
вается, какъ источникъ силы, действующей на первое тело. На этомъ 
осноЕан1и мы, предполагая еуществован1е силы, какъ внешней при- 
чины изиенен1я движен1я массы, не ищемъ эту причину вне доступ- 
наго наблюден1ю матерьальнаго и!ра. Если на тело действуетъ сила, 
то мы не можемъ допустить, что она является изъ нев-Ьдомаго, не- 
причастнаго материи источника, ибо такое допущение ничего намъ не 
объясняло-бы. Нанротивъ, мы предполагаемъ, что сушествован1е силы 
обусловливается такими явлен1янп (помимо е.и действтя). которыя 
могутъ быть нами наблюдаемы, или, согласно съ наб1юден1ями пред- 
ставляемы. Другими словами, изменен1е движен1Я одного тела мы свя- 
зываемъ съ другими доступными наблюденш аналогичными явлен1ями, 
не выходящими однако изъ круга предстаБлеВ1Й о массе и движепти, 
напримеръ— съ двии;еП1енъ другаго тела относительно перваго. 
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1зивъ единственную матер1альную точку среди безграннч- 

наго пространства, мы не можемъ себ* представить какую либо силу, 
действующую на нее, ибо не можемъ представить и понять движе- 
н1я этой точки, а следовательно и изыЪнен1я его, не имЪя дру- 
гихъ точекъ, который позволили-бы намъ 01М'ётить различный поло- 
жен1Я первой. 

Чтобы понять двин!ен1е одной матер1альной точки, намъ необ- 
ходимо представить себе но крайней мер* еще другую матер1альную 
точку, относительно которой движен1с первой могло-бы существовать. 
Вообразйвъ только две матер1а1ьныя точки въ пространстве, мы мо- 
жеих отметить, а следовательно и представить себе ихъ движение 
только по стольку, по скольку изменяется ихъ взаимное разстоян1е 
(см. § 5). Следовательно, въ данноиъ случае шожетъ быть понятна 
только сила, действующая на какую либо изъ двухъ точекъ, въ ту 
или другую сторону по ЛИП1И ихъ взаимнаго разстояН1Я. Итакъ, если 
мы имЪемъ две точки ^ и _В, и говорииъ, что на точку Л дей- 
ствуетъ некоторая сила, то это утвержден1е не можетъ иметь дру- 
гаго смысла, кроле допущен1я некотораго уекорен1я точки Л въ ка- 
кую нибудь сторону, вдоль по ЛИН1И ЛБ. Такъ какъ мы не можемъ 
допустить и понять эту силу безъ врисутств1Я точки Д то и отно- 
симъ ея источникъ къ этой точке, говоря, что точка В действуетъ 
на точку Л. Но съ другой стороны, если Л получаетъ ускоренье 
относительно В, то и Д меняя свое положен1е относительно Л, 
должна получать соответствующее ускорен1е. Отсюда вытекаетъ не- 
обходимость допущен1я, что точка Л въ свою очередь действуетъ на 
точку В. Следовательно, представлеН1е о силе, действующей на .4 и 
зависящей отъ Д влечстъ за собою представлен1е о другой силе, 
действующей на Б и зависящей отъ Л. Ташя две силы называются 
взаимными, и только тав1я силы мы можемъ представить дей- 
ствующими на две точки, Еаходящ!яся въ пространстве безъ присут- 
СТВ1Я другихъ матер1альныхъ точекъ, 

Представимъ теперь себе, что система, состоящая изъ двухъ мате- 
р|альныхъ точекъ, сделалась неизменною, т.е. сделалось невозиож- 
нымъ изменен1е взаимнаго разстоян1я этихъ точекъ. Въ такомъ случае 
услов1я существован1Я взаимныхъ силъ останутся, ибо будутъ существо- 
вать обе точки ^. и Д ко УСЛ0В1Я проявлен1а действ1я обеихъ силъ 
уничтожатся, ибо разстоян1е между Ли В останется иеизменнымъ. По- 
этому взаииныя силы въ данномъ случае, не изменившись по величине 
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и направлен!», должны ураввов-Ьшивать другъ друга. Но, въ сжуча-Ь не- 
изи'Ьняемостк разстоян1я АВ, всякая сила, приложенная къ А по 
Л11Н1Н АВ, можетъ быть разсматриваема, какъ приложенная къ Д 
ибо всякое перемещен!? А, по АБ должно повлечь за гобою, вслЪд- 
(ТВ1е пензл'Ьнности АВ, такое-же пере)1Ъщен1е. точки В, и въ туже 
сторону. Сл'Едоватсльно, об!', взанинын силы могутъ быть разсматри- 
ваемн, при услов1и неизм-Ьнности разстоян1я АВ, вакъ приложенныя 
или къ одной точкЬ А, или къ ОЦНОЙ точв-Ь В. Тавъ какъ эти силы 
должны быть въ равновъс^и, то он1; должны быть другъ другу 
равны и противоположны. Еслн-бн это последнее услов1е не 
выполнялось, то дв^ вышеупоиянутыя силы им-Ёли-бы равнод'Ьйствую- 
шую отличную отъ нуля, всл'Ьдств1е чего ея точка прпложен1Я, а 
сл-Ьдовательно и связанная съ нею пеизиЬнво другая точка, пришли-бы 
въ двнжен1е; но это движеН1е не могло бы быть сл'Ьдств1емъ взаим- 
ныхъ силъ, такъ какъ ихъ дМств!? устранено по услов1Ю неязм'Ьн- 
ност1ю разстоян1я АВ\ никакой другой силы, кромЪ взаимныхъ 
мы 'не пре1полагаемъ въ даннояъ случае; сл'1;довательно, иыЬли-бы 
ускорен1е безъ д1;йств1я силы, что противорЪчпло-бы первому закину 
движеюя. 

Точно также, въ случае 1'уществоваи1И третьей точки С, движе- 
Н1е двухъ первыхъ, А н В, безъ изм'Ьнен1я кхъ взаимнаго разетоя- 
Н!Я АВ, ыожетъ быть представлено по стольку, по скольку изменя- 
ются ихъ растоя111Я АС и ВС отъ третьей точки. Разсуждая также, 
какъ прежде, мы пр1йденъ къ заключен!», что матерьальная точка С 
можетъ действовать на точки А и В только по лнН1Я)1Ъ разстоянШ 
АС и ВС, и что силы, съ которыми д^йствуютъ другъ на друга точ- 
ка С ч какая либо изъ точекъ А и В, равны и противоположны. 
Вообще, сколько-бы ни было матор1альныхъ точекъ, силы, съ которы- 
ми д'Ьйствуютъ другъ на друга каждыя двй изъ этихъ точекъ, могутъ 
быть только направлены но лпн111 взаимнаго разстояН1Я этихъ по- 
сл'Ьднихъ, н должны быть равны другъ другу н противоположны. Это 
заключен1е мы выводпмъ изъ того обстоятельства, что Д'Ьйств^е двухъ 
точекъ другъ на друга не изменяется присутств1смъ другихъ мате- 
р!альныхъ точекъ, ибо различныя силы дЪйствуютъ независимо другъ 
отъ друга (см. § 18), и каждая сила сообщаетъ данной масс* опре- 
деленное ускорен1е независпно отъ того, действуютъ-лп на эту массу 
еще друг1Я силы, или нЪтъ. Следовательно, каждыя две ма1ер1альныя 
точки будутъ действовать другъ на друга въ присутств1И другихъ то- 
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чек'ь также, какъ онЪ дЪЙствовали-бы, оудучп попарно изолированы 
въ пространстве; а такое пхъ взапмодЁЙств1е памп уже разсмотрЪно 
прежде. 

'Гакпмъ образонъ мы приходпиъ къ следующему заключен1Ю, пз- 
вЬстнояу подъ имсиемъ третьяго уа кона дв[|жен1я, п формулиро- 
вапнаго Ньютономъ въ слЪдующихъ словахъ: всякому действ!» 
всегда есть равное и обратное цротиводейств1е; т. е, 
дййств1я двухъ Т'ёлъ другъ на друга всегда равны и 
направлены въ противоположный стороны. Этотъ за- 
конъ, какъ мы видимъ изъ хода разсужден1й, приводящихъ къ нему, 
является распространен1емъ перваго закона двнжен!Я, т." е, опредЪ- 
лен1я силы, какъ внешней нрн'лшы изненен1я Д1(ижен1я массы. Ка- 
К1Я бы силы, наблюдаемыя въ природе, мы нп имели въ виду, онЪ долж- 
ны следовать закону действ1я равнаго протпводействш, ибо иныхъ 
еилъ мы не можеиъ себе представить. 

Если мы наблюдаеиъ, что одно тело притягиваетъ или оттал' 
киваетъ другое, то мы должны заключить, что и другое тЪло притя- 
гиваетъ или отталкиваетъ первое. Если-пы этого еледств1я не было, то 
мы не пмелн-бы права заключать, что сила, действующая на первое тело, 
согтоитъ въ прптяжеп1И пли отталкиванш его вторымъ теломъ. 
Если мы говорпмъ, что одно тело давить на другое, то это значитъ, 
что другое тело точно также давитъ на первое. Если палецъ упи 
раетъ въ стЪну, то и стена упираетъ въ палецъ. Если лошадь 
щвть возъ, то возъ оттягиваете лошадь назадъ; обе силы уравнове- 
шиваются, ибо нетъ относительнаго движен1я воза и лошади; движе- 
Н1е-же воза и лошади происходите равномерно, какъ следствхе пер- 
воначальнаго импульса. Если одно тело, ударяясь о другое, приво- 
дите его въ движен1е, то это последнее въ свою очередь изиеняетъ 
движен1е перваго тела. 

Если /", и /г будутъ взаимный силы, съ которыми две массы 
ш^ и т^ действуютъ другъ на друга, то очевидно, на основании 
третьяго закона: 

Л + /; = «'; (^33 

следовательно, еслп ^, и д^ будутъ соотБетствующ1Я ускорен1я, то 

«,,, + ,„,,. = о . 1^ = -^^; т 

Т. е, ДЛЯ каждой пары вза!гмныхъ силъ соответству- 
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ЮЩ1Я ускорен1я обратно пропорц10нальна масса иъ, 
къ которыыъ они приложены, и направлены въ проти- 
вон сложный стороны. Если следовательно камень, притяги- 
ваясь землею, на нее ладаетъ, то п земли въ свою очередь должна 
притягиваться камнемъ и па него падать. Но такъ какъ масса камня 
несравненно меньше массы земли, то ускорен1е этой последней, при 
ея двишен1и къ камню, будетъ несравненно мало кередъ уе1;орен1еиъ 
камня. 



* § 21. Сохранен1е количества движения. 

11редставимъсе13'Ь несколько свободныхъ111атер1альныхъточекъ, съ 
массами »»!, т^...т„, движущихся подъ д*йств1ем'ь взаимныхъ силъ. 
Пусть для даннаго момента времени ^л/а.-./п будутъ равнодЪЙствую- 
Ш1Я силы, приложенныя соответственно къ упомянутымъ массамъ, и 
составленный изъ сплъ, направленныхъ по разстоян1ямъ каждой массы 
отъ БсЬхъ остальныхъ. Если число вс^хъ матер1альныхъ точекъ есть 
п, то каждая пзъ упомянутыхъ силъ будетъ составлена изъ п — 1 
составллющихъ. На ос1[ован1я третьяго закона очевидно, что одна 
пзъ составляюшихъ силы /^ будетъ равна и противоположна одной 
изъ составллющихъ силы /'г, другая изъ составляющихъ силы /'^ бу- 
детъ равна и противоположна одной изъ составляющихъ силы /'д, и 
т. д.; каждая пзъ составляющихъ силы ^^ будетъ равна и противо- 
положна какой нибудь изъ составляющихъ другпхъ сплъ; тоже самое 
скажемъ и о всЬхъ составляющихъ любой изъ остальныхъ данныхъ- 
сплъ. Сл-Ьдовательно геометрическая сумма всЪхъ силъ /:, , /^...^п, 
какъ составленныхъ изъ равныхъ и противоположныхъ слагающпхъ, 
должна быть для каждаго момента времени равна нулю; т. е, 

Г:+Л4-- ■ -4-^ = 0, (15) 

ИЛИ, если ^1, д^.-.д^ будутъ ускореп1я соотвЪтствующнхъ мате- 
р1эльннхъ точекъ, то 

т,д1'\'т^д^-\'т^д^'\' • . .)«„<;„= О, (.16) 

где сумма опять берется геометрическая. Такъ какъ по § 4 суяиа 
проложен1й силъ /^1 . . . Д (геом. сумма которыхъ есть пуль) па вся- 
кую прпмую будетъ тоже нуль, то обозначая черезъ Х-^, Х^...Х^, 
У^, . . Ха, 2, . . . 2^ слагающ1Я каждой изъ данныхъ сплъ /' по осямъ 
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коордипатъ, мы будевь им'Ьть: 

2:Х :== , 1.Т=0, ^2=0, (15)' 

и точно также, обозначая черезъ (/х, ду, д^ слагающ1я уекорен1я по 
тЪмъ-же ося)[ъ: 

2т^х = О , 1,тд, ~ О , ^тд^ = О , (16)' 

при челъ суммы въ (15)' и (1(>)' берутся очевидно алгебраическ1я. 

Если масса одного пзъ т11лъ системы, движущейся подъ 3*8- 
«тв1енъ взаимиыхъ силъ, будетъ несравненно больше суммы массъ 
«стальныхъ тЪлъ той-же системы, то изъ (16) видно, что ускорен1е 
этого тЪда будетъ несравненно меньше важдаго пзъ ускорен1Я дру- 
гпхъ т'Ьлъ. Такой случай мы им^емх въ солнечной систем-Ь, гд4 
масса солнца несравненно больше массы всЬхъ планетъ, взятыхъ 
вмЬстЬ; вслЪдств1е этого и движение солнца отъ совокуннаго дМ- 
«ТВ1Я планетъ настолько мало, что мы безъ большой погр-Ьшностн 
можемъ разсматрпвать двпжен1е солнечной системы подъ д-ЬЙстБ1емъ 
ея взаииныхъ силъ, какъ обращсн1я планетъ около неподвпжнаго 
«олкца. 

Умножая каждый членъ суммы (16) на элементъ времени (/^, 
ны получаемъ, обозначая черезъ 1 онерацтю геометрпческаго суммо- 
ван1я: 

1тдЗ^=0, (17) 

гдф суниа берется геометрнческп. Но для каждой матср1альноп точки 
}п величина тд<^^ представляетъ !1риращен1е (геометрическое) коли- 
чества двпже[11я въ течен1я времени (Н, т. е.: 

тд(Ц ^= Д (тV} . 
Всл'Ьдств!е этого (17) нринииаетъ вндъ: 

1А(т')=-С; (18) 

т, е. геометрическая сумма приращен1Й количества 
движен1я системы матер1альныхъточекъ, находящих- 
ся подъ Д'Ьйств1емъ взаииныхъ силъ, равна нулю для 
каждаго момента времени. 

Следовательно, геометрическая сумма количествъдви- 
жен1я для такой системы сохраняется постоянпою, 
II можетъ быть изя-Ьнена очевидно только д-ЬЙств^ецъ никоторой внеш- 
ней силы. 
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Такииъ ооразом'Ь, если для одного ыоиента дв1!и;ен1я скорости то- 
чекъ системы будутъ ь^^ь-^, с^...., а для другаго: 1'/, г,', г^'. . . ?■„, то 




§ 22. Центръ нкерц|и. 

Разсмотрилъ геометрические оиаче1П(; суммы количествъ двп- 
жен1и. 

Представимъ себ'Ь Н'Ькоторую движущуюся 
точку Л (рие, 4о), разстоян1е которой отъ иЬ- 
которой неподвижной точки О пусть будетъ г. 
Когда двнжушаяся точка переВдетъ нзъ Л въ 
Л\ то ен новое расстояние у' отъ О будетъ 
Рис. ^ь. очевидно геоиетрпческой суммою прежняго раз- 

СТ0ЯН1Я г и пройденнаго пути ЛА'. Следовательно мы можемъ раз- 
сматрнпать АЛ\ какъ геометр11че(П(ое 11р11ращен1е р а з- 
СТ0ЯН1Я движущейся точки отъ некоторой произволь- 
ной неподвижной точки О. Если скорость движущейся точки 
есть V, а время ея двпжен1я по АЛ' есть (И, то АЛ' = V(и. 

Если }а оудетъ масса движущейся точки, то пронзведен1е тг 
можно разсыатрмвать, какъ сумму (алгебранческую) разстоян!й каждой 
единицы массы отъ точки О. Въ такомъ случаЬ тVси представится 
очевидно геометрпческилъ прпращен1емъ разстоян1й 1!с11хъ едпницъ 
массъ отъ точки О. 

Представимъ себЬ текерь и'Ьско.1ЬКО латер1альныхъ точекъ съ 
нассани т^, т^ и т. д., на разстолн1Яхъ *■^, г^ и т. д. отъ нйкото- 
раго ироизвольнаго центра О. Проведемъ изъ этого центра лин1ц къ 
каждой единице массы. Тогда число тавнхълинШ будетъ иц+нг2+..,т„, 
а ихъ геометрическая суила будетъ очевидно равна геометрической сумяй 
лин1й, длины которыхъ будутъ *«^>■^, ш^г^ ... и т. д., въ наиравлен1яхъ 
разстоян1й }\, г^. . . и т. д. Если V^ будетъ скорость массы т^ для дан- 
наго момента времени, то въ течеи1И элемента времени (/(, слЪдующага 
за уномянутымъ моментомъ времени, масса т, переместится на у,*?* въ 
направлен1и скорости V, , и ея разстоян1е VI отъ О ирпрастетъ геометри- 
чески на V^й^. Сумма разетояп1п отъ точки О вс^хъ массовыхъ едпницъ, 
заключающихся въ маге Ь л;, , т. е. /у^! — краткое разсто;т1е г, , или т^г^ , 
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прнрагтетъ въ это время геомтрнчепкн на т{1\1,И. Следовательно, гео- 
метрическая сумма всЬхъ т — кратныхъ разстоян1й соотв11тствующихъ 
массъ отъ О, НЛП геокетричеекая сумма разстоян1Й отъ О вс^хъ массо- 
выхъ едннпцъ, возрастетъ геометрически на {т^V^^^т.^V^'\'. . . ш„Vа) М . 
Если ЛП111П ОА и ОВ (рис. 46) предетавятъ геометрическая суммы 
^ разстояк1й отъ О массовмхъ едининъ данной систе- 
^у^'. мы, въ начал11 и конн-Ь элемента времени (?^, то АВ 
представитъ геометрическую сумму Ъпюй1. Отсюда за- 

...:11— — „ АВ 

о ■" ключаемъ, что — у^, т. е. Геоме трическая суи- 

■"^' ■ м а 'X.тV количествъ движенья материал ь- 
кыхъ точекъ данной с пстемы, выражастъ но величинЪ 
и наиравленш скорость двин;ен1я конца радиуса век- 
тора, представляющаго, для каждаго момента времени, 
геометрическую сумму разстоян1й массовыхъ еди- 
ни ц ъ системы отъ точки О. 

Если материальный точки системы находятся только подъ дЪй- 
ств1емъ взаимпыхъ сплъ, то Инг' остается неизи'Ьнпою; следова- 
тельно упомянутая выше скорость постоянна по величин* и но на- 
правлен1ю, и двнжеше конца рад|уса вектора есть прямолинейное и 
равнол'Ьрное. Поэтому, если лпн1и ОА, ОВ, 
ОС... (рис, 47) булутъ представлять гео- 
иетрическ1я суммы разстоян1Й массовыхъ , 
еднкицъ отъ О, взятия черезъ некоторые 
Ри'^- ^'^- равные промежутки времени, то концы А, 

В, С, I) . . . этихъ лшпй будутъ лежать на одной и той-же прямой 
АВ, и раздЪлятъ ее на. равный части. 

Пусть 1\ будетъ разстоян1е (рис. 48) ма- 
тер1альной точки }щ отъ н'Ькотораго неподвиж- 
Н8Г0 центра О н }\' — ■разстоян1е той-же точки 
отъ другаго центра О'. Тогда очевидно 

где сумма берется геометрически, и следова- 
тельно 




очевидно, если 
О А = тл 



ОА' ^т^г,', ОВ 
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то 

напнсавъ такииъ оОразояъ рлдъ равенствъ; 




для ЕсЬхъ точекъ системы, л сложивъ ихъ геометрически находилъ 
1тг' = О'О Ъп -4- Хтг , (20) 

гд'Ь суммы берутся геометрически отъ всЪхъ величинъ, разнящихся 
^, другь отъ друга по на!1равлен1ямъ. Выра- 

шен1е (20) даетъ намъ средство, зная гео- 
летрическую сумму разстоян1й массовыхъ 
едпиицъ отъ одной точки О, построить сум- 
му лодобныхъ-же разстоянш отъ другой 
точки О'. Д'Ьйствительно, пусть л«Н1Я ОА 
(рис. 49) представляетъ 1.1т\ и пусть О' 
Г}удетъ некоторая неподвижная точка. От- 
кладываемъ въ направлении 0'0д1пну 07?, 
равную О'ОИт, и изъ Б иронодимъ лин1к* 

БЛ\ параллельную я равную ОЛ. Тогда очевидно: 
0'Л'=0'В'{'БА', 

и следовательно 

О'Л' ^Хтг'. 

Изъ П0Д001Я треугольниковъ О'ОС и О'БА' мы впдилъ, что 

0^_ОА_0А' *5'-В„^- 

^ 0С~ О'С ' ^'^ О'О ~ ""' ' 

сл-Ьдовательно: 



Р1;с. 49. 



ОА 

ос" 



ОА' 
ОС '~ 



00 = 



Хтг 



(21} 



т. е. обВ лин1и, ОА и 0'А\ дЪлятся пъ точкЬ С въ одинаковом'!, 
отношеип! 2ш:1, которое не зависитъ ни отъ длины, ни отъ поло- 
жен1я об'Ьнхъ 1ин1й. Следовательно, всякая третья Л11Н1Я 0"А", пред- 
ставляющая геометрическую сумму разстоян1й массовыхъ едннипъ отъ 
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третьей точки О", пройдетъ тоже черезъ точку (7, ибо эта лин1Я 
должва разд'Ьлить об'Ь .1ин|и, О'Л' и ОЛ, и сама разделиться опять въ 
томъ-же отношен1и 2т : 1 "). 

Итакъ, БсЬлин!!!, представ л я ющ1я въ данныЛ мо- 
мент ъ времени геометричег, к^ясумныразстоян^ймас- 
совыxъ единицъ системы отъ различныхъ неподвиж- 
ныхъ точек ъ, ироходятъ черезъ одну точку, кото, 
рая называется иентромъ гтерцт данной системы. Или, 
луъ (21): центръ инерц1и есть такая точка, разстоян1е 
которой отъ некоторой неподвижной точки есть гео- 
А' ^ метрически взятое среднее изъвсЪхъ 

разстоян1й отътой-же точки вс'Ьхъ 
массовых ъ единпцъ системы. 

Если ОА п О'Л' будутъ (рис. 50) геоме- 
трическ1Я суммы у помяну тыхъ разстоян1Й отъ 
точекъ О И О', для даннаго момента времени, а 
" "' ОВ и О'В'— подобпыя-же суммы, черезъ проие- 

Рпс. 50. ,, „ /-,, . 

жутокъ времени «с, то о и С оудутъ положс- 
п|я центра икерц1и системы для начала и конца времени сИ. Кром'Ь 
того, такъ какъ 



1.т 




ОА 
00" 


0^А^ 

'-О- С 


ОВ О'В' 
~ ОО^О'О'^ 




А'В = 
т 


= ЛВ = Хтй! , 



СС' = 



^т 



(22) 



т. е. центръ ццерц1и системы перемещается со скор о- 
рост1ю, равною средней скорости всЪхъ ея массо- 
выхъ единицъ. КромЪ того: если система находится толь- 
ко подъ д'Ьйств1емъ взаимныхъ силъ, то ея центръ 
инерции остается въ покое или движется равномерно. 
Если мы обозначимъ черезъ V скорость центра инерц1и, то 
по (22) будемъ иметь: 



*) Пра эт< 



рнсуикЬ: 
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т. с. количество л в к ж е н 1 л в г е И с и с т с и ы равно кол и- 
чс'ству движенья центра ннерц!", ]!'ь которомъ нред- 
полагается сосре доточенною вея масса системы. 

Выше мы вид'Ьлн, что аолошен1е центра ннерц^н не зависпть 
отъ Ц0Л0ЖС1ПЯ точки О, отъ которой мы откладываснъ среднее раз- 
СТ0ЯН1С массовыхъ единицъ спстены, т. е. что упомянутое разстоя- 
н1е, отложенное отъ люооя точки О, приводигь всегда къ одному а 
тому-я:е центру С. Отсюда видно, что положенье центра пне р- 
ц1и обусловливается только рае пределе н1емъ мате- 
р1альныхъ точекъ системы. Разснотрпнъ эту зависимость. 

Пусть а и & (рис, 51) оудутъ 
матер1альныя точки, съ массами «(1 и 
т^ . Откладывая отъ какой нибудь 
точки О длины 

О А -= т, . Оа к ОВ = т^ . ОЬ 
п складывая геометрически линьи ОА 
и ОВ, мы иолучаемъ въ результате 
"" . Л1Ш1Ю 01), представляющую геометри- 

ческую сумму разстоянш массовыхъ 
единицъ, содержащихся въ т^+т^, отъ точкп О. Проводя лнн1и 
АЕ и БР параллельно аЬ, мы находимъ, что АЕ = ВР, и кром-Ь того: 

аС _0а Л_ ЪС _0Ь _ 1_ 

Л~Е^ 0А~ т, ' ВГ ~ ОВ ~' т., ' 




откуда 



аС .т,=^ЬС. 



т. е. ЛИН1Я 01) дЬлитъ въ точкЪ С разстоян1е аЬ на ч«сти, обратно 
пропорщональныя прплегающимъ къ пимъ массамъ. Зат1;мъ: 

ОЕ = 'т,ОС II ОГ^т,ОС: 



откуда: 



но очевидно: 



следовательно: 



ОЕ^ ОЕ=ОВ; 
01) 



00= - 



т, 4- т.^ 
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т, е. точка С есть центръ иперц^и массъ т^ и м,. Цтакъ, цептръ 
11не]щ1идвухъматер1альиыхъ точекълежнтъ на лк- 
Н111, соединяющей объ точки, которую онъ дЬлитъ 
внутреяно на части, обратно нро11орц1ональныя при- 
легающимъ аасгзмъ. 

Если кромЪ двух'Ь точекъ п и й у насъ есть еще третья матер1ал1.- 
ная точка т^, то для нахоэ:де.н1я центра инерц1и трехъ точекъ мы 
должны прежде всего сложить геолетричесяи т^ — краткое разстоян1е 
третьей точки отъ Осъ лин1еп 01*. Но такъ какъ ОВ— (ж^+яг^) ОС, 
то очевидно, что нахожден1е центра И11ерц1и трехъ массъ т^, иц и 
Шд сводится къ опредЬленш центра ннерцп! двухъ ыассъ: съ одной 
стороны — массы 1Щ, а съ другой — массы (т^ + '%)1 помещенной въ 
точкТ. С, т. е. въ центрЪ ннерц!и обЪнхъ ?1ассъ т^ и т^. Такннъ 
образолъ, аная центръ инерц111 С чпела п яатер1альныхъ точекъ, мы 
найдемъ центръ ннерцп! п-\-1 матер1альныхъ точекъ, вооЭразивъ 
въ С всю массу п точекъ, проводя разстоян1е отъ С до ш„^1, в 
разд'Ьливъ его внутренно въ обратнолъ отношен!!! къ ыассамъ, 
пом'Ьщенпниъ въ С и въ и?п4-1- Сл-Ьдовательно вообще: общ1й 
цент])ъ инерц1и н'Ьсколькпхъ грунпъ катер1альныхъ 
точекъ есть въ тоже время центръ ннерц1И массо- 
выхъ колпчествъ каждой наъ данныхъ группъ, раз- 
11Т>щенныхъ соответственно въ центрахъ пнерц1и 
эткхъ нос л* дни хъ. 

ТЪже еамыя завлючен1я слЬдують неносредственно и пзъ форм. 
(21), дающей общее онред'Ьлен1е центра инерц111. Именно, выбирая 
точку О въ центр* иперц1И, мы будемъ нмЪть въ (21): ОС=0\ а 
следовательно для центра инерц1и 

Хтг = 0. (24) 

Въ случа-Ь двухъ точекъ а и Ь (рис, Ь2), центръ инерц1и которыхъ 
предполож!1иъ въ С, будемъ нл'Ьты 

гд* сумма берется геометрически, Сл-Ьдовательно дтагональ параллело- 
грамма, построеннаго, какъна сторонахъ, на ли- 
Н1яхъ Са и СЬ, удлиненныхъ соответственно 
Рис. 52. въ т^^ат^ разъ, долженъ быть равснъ нулю. 

Это возможно только тогда, когда обЪ лин1и составляютъ одну нря- 
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мую^ тогда С лежитъ на прямой между а и &, и д'Ьлитъ ее ил. ой- 
ратномъ отношев1и къ прилегающим'!, нассамъ, КромЪ того, разбивая 
систему точекъ на несколько различныхъ группъ чиололъ Л, мы мо- 
жемъ выран;ен1е 

написать въ таколъ вид'Ь; 

гд-Ь суммы 11. Ха,..!^ оерутся геометрически, по разстояншмъ мас- 
еовыхъ едипнцъ каждой отд'Ьльной группы, н потомъ снова склады- 
ваются геометрически. ЗатЬмъ очевидно, можно написать: 
„^„ „ Х.тг 1.тг 1^тг 

^ 1.^т ' ' 24.^1Н Ъ^т (2;)) 

или, обозначая черезъ 00,, 00^.. . ОС^, по величин11 н направле- 
нию, разстоян1я центровъ ннерцш каждой группы отъ О; 

ОС . Ъп = 0С,2^т 4- ОС^^.^т 4- ■ ■ • 0С^1.ф1 ; (26) 

откуда видно, что С есть центръ инерц!» массъ "^ут, '^^.^т,.., ^^ь^иг, 
помещенных!, соответственно въ точкахъ С■^, С^...<Х. 

Если даны прямоугольный координаты Ж!, ^1, г.^, ж^, у^^ з,^... 
Хр., у„-, *р матер1альныхъ точекъ, то координаты ж, у, г ихъ центра 
инерц1И найдутся сл^дующимь ооразомъ. Разстоян1е г^ каждой точки 
отъ начала коордлнатъ О разложи.чъ на три составляющ1я по осямъ 
координатъ, который будутъ очевидно: х^, у^, г-^. Зат^лъ очевидно, 
что алге(|ранческ1Я суммы 

будутъ представлять три составляющ1я по осямъ коордннап. геоме- 
трической суммы разс10Я!11й массовыхъ единицъ системы отъ начала 
координатъ. Но съ другой стороны, состаЕляющ1я той-же суммы г2ш 
(гдЪ г есть разстоян[е ц. ц. отъ начала воорд.) будутъ 

хЪчп , уЪт, , гЪт , 
ибо ж, у, г суть составляющ1я разстоян1я г. Следовательно; 
— Ътх — _ 2ту - 2»гл 



(27) 
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Эти посл6дН1я выраи;ен1я покэзываюгь, что разетоян1я центра инер- 
1ЦП отъ плоскостей коордццатъ равняются среднимъ разстоян1ямъ 
отъ тЪхъ-же плоскостей массовыхъ единицъ системы. Такъ вакъ пло- 
скости координатъ ногутъ быть выбраны произвольно, то следова- 
тельно: разстояи1е центра и]1ерцп1 отъ любой плоско- 
сти равно среднему разетоян1ю отъ то Й-ж е плоскости 
массовыхъ е.'1ин11цъ системы. 



§ ^3< Моментъ силъ, скоростей, ускорен!» и т. п.. 

Выведенные въ предыдущихъ параграфахъ законы сохранешя 
количества движен1я и неизн'Ьняеиостп движен1я центра 11нерц1и осно- 
ваны на тонъ СВ0ЙСТВ1; взаямныхъ силъ, что эти посл'Ьдн1Я ногутъ 
быть разбиты на так1я составляющ1я, прпложееныя къ разлпчнымъ 
точкамъ системы, которыя попарно равны другъ другу и противо- 
положны. Но кром1^ того, унонянутыя выше составляющ1Я направлены 
попарно по одной и той-же прямой лнн1н (разстоян1ю между каж- 
дой парой латер1альпнхъ точекъ). Это поел Ьдпее свойство взаииныхъ 
силъ влечетъ за собою следующее геометрическое услоБ1е: разстоя- 
Н1е какой ннбудь произвольно выбранной точки отъ лин1и, предста- 
вляющей одну изъ составляющихъ взаимныхъ силъ, будетъ также 
разстоян1емъ той-же точки еще и отъ другой составляющей', т, е. 
составляющ1я взаимныхъ силъ попарно будутъ на одномъ и томъ- 
же разстоян1п (по величян'Ь и на;1равден1ю) отъ произвольно вы- 
брапвой точки. Такъ какъ съ другой стороны, тЁже составляющ1Я 
равны п противоположны, то произведен1я изъ составляющихъ п ихъ 
разстояни! отъ произвольной точки будутъ тоже попарно равны и 
противоположны по знаку. Упомянутое прон5веден1е изъ силы и ея 
разстоли1Я отъ некоторой точки называется моментоиъ силы 
около данной точки. Въ случаЬ взаимныхъ силъ ихъ моменты следо- 
вательно попарно равны и противоположны. Чтобы нм'Ьть возмож- 
ность вывести нзъ этого обстоятельства дальн'Ьпш1я свойства дви- 
жен1я системы, подъ д'Ейств1емъ взаимныхъ силъ, разсмотримъ н!;- 
которыя общ!Я геометрическ1Я свойства моментовъ. 

Всякое количество, представляемое по велпчпн-Ь к направлению 
прямою лпп1ею, будемъ называть вектором ъ. Къ такимъ количе- 
ствамъ относятся: иеренЬще1ПЯ, скорость, ускорен1е, количество дви- 
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же)П!1, сила и т. и. Въ такоиъ слушГ. моыентомъ даннаго век- 
тора оудетъ вообще на;!ываться 11|1011зведен1е пз'ь вектора п его 
разстоян1л огь некоторой точки. Такимъ ооразомъ ыы будемъ имТ.т;, 
моменты скорости, ускорешя, количества дв1шеН1я, силы и т. п. 
Пусть ЛВ будетъ данный векторъ (рпс. 53), представллющ1й одно 
азъ выше перечнсленяыхъ количеств!., и 06'-— его 
,.-\ раастоягйе отъ точки 0. Тогда номентъ этого век- 

У,'-''^\ тора 1^удетъ ОС . АВ, н представптъ очевидно 

^-'""'"^ \^ удвоенную площадь треугольника ОАВ, построен- 

наго между концами вектора ЛВ и точкою О. Пор- 
""■ ■ пендикулиръ, проведенный терезь точку О къ пло- 

скости треугольника ОАВ, называется осью даннаго момента. Поло- 
жительное наиравлен1е оси данкаго мояента оудетъ то, смотря вдоль 
по которому отъ точки О, наблюдатель видитъ векторъ АВ напра- 
вленныиъ по стрЬлкК часовъ. На ириложепномъ рисункЪ ось ношен- 
та будетъ очевидно направлена за плоскость рисунка, перпендику- 
лярно къ этой последней. Направление оси момента считается за напра- 
влен1е момента. Величина момента откладывается вдоль но его осп. 
Такимъ обрэзоиъ лин1я, направленная выше ооъяспепнымъ способолъ 
перпендикулярно къ плоскости момента, выражаетъ этотъ посл-Ьдн1Й 
по велнчпаЬ н направлен1ш. 

Такъ какъ момепгъ представляется произведеп1е)п. изъ двухъ 
факторовъ, то очевидно, онъ можетъ сохранять одну и туже вели- 
чину при соотв1тстоенныхъ пзи'Ьнен1Яхъ обоихъ его факторовъ. СлЬ- 
довательно, различные векторы, прпложенные къ различнымъ точкашъ 



системы на различныхъ 




■азстоян1яхъ отъ данной осп, могутъ им1;ть 
одннъ н тотъ же моментъ, представляе- 
мый одною и тою же Л11Н1СЮ (вскторомъ), 
отложенною вышеупоиянутылъ епособоиъ 
вдоль по оси момента. Такъ наприм'Ьръ, 
векторы Д, /'з, Д 11 т. д., прпложенные 
къ точкамъ, лежащимъ на одной и той 
же окружности, плоскость которой пер- 
пендикулярна къ данной оси ОМ (рис. 
54), будутъ имЪть одинъ п тотъ-же мо- 
ментъ около точки О. При ЭТОЙ"!., если 
величина векторовъ остается одна и 
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таже. то иап11ав1е1пе ихъ должно идтп но касательной къ окруж- 
ности; если величина вскторОБЪ не остается одна п таже, то ихъ 
наиравлен1е, отъ какой ннбудь точки Ь на окружности должно быть 
выбрано такъ, чтобы концы векторовъ ^^, /'^" и т. п., проведеиныхъ 
взъ й, находились на пряной Д' /"д Д", яроведенной чврезъ ко- 
нецъ /з! параллельно лшпи ОЬ '). Векторы, приложенные вышеопи- 
санными способами къ точкакъ окружностей одного и того же рад1уса, 
вписанныхъ около оси ОМ въ различныхъ плоскостнхъ, перпенднку- 
лярпыхъ къ этой посл'Ьдней, будутъ имЪть одинъ и тотъ же моментъ 
около оси ОМ. Точно также будутъ обладать одинаковыэгь моментомъ 
около оси ОМ векторы, приложенные вышеописанными епосооами 
по касательнылъ въ точкахъ окружностей разныхъ рад1усовъ, опи- 
саиныхъ около данной оси ОМ, въ различныхъ плоскостяхъ, пер- 
пендикулярныхъ къ этой последней, при чемъ длина векторовъ 
должна нзмЬняться обратно пропортйонально рад1усамъ упомянутыхъ 
окружностей. И т, п. 

Ызъ лредъидущаго очевидно также, что одннъ п тотъ-же моментъ, 
обусловливаемый различными векторами, обусловливаетъ вообще раз- 
личныл перем'Ьщеп1Я точекъ системы. Только въ частномъ случэ'Ь 
ыеизи'Ьняемой системы, какъ мы увидиыъ дал'Ье, различные векторы 
одного и того же момента соотвЪтствуютъ однимъ и т'Ёмъ же пере- 
м1;1цен1нмъ системы. 



Ызъ предъидущаго мы видимъ, что всяк1е векторы, отложенные 
какъ-либо отъ даннаго начала, могутъ представлять моменты около 
того же начала н'Ькоторыхъ другихъ векторовъ, нричелъ плоскости 
моиентппъ будутъ перпендикулярны къ нанравлен1ямъ данныхъ векто- 
ровъ. При этомъ очевидно также, что геометрическая сумма данныхъ 
ломентовъ, иредставле1шыхъ лин1лии, будетъ представлять тоже мо- 
ментъ н'Ькотораго вектора, лежащаго въ плоскости, иернеидикулярной 
къ Л1т1и, представляющей упомянутую сумму. Найдемъ соотношен1я 
между векторами данныхъ моментовъ п векторами геометрической 
суммы этихъ нослЬднихъ. 

■') Тогда п.1ощ^1Ди треугольниковъ оЪ(\:, оЬ/',', оЬ1'^'\ прОПОр11,10На.1ЬНЫ11 СООТВ'ЬТ- 
стиеыныиъ иоме!1т.1м1., будутъ «'[евидно раени между сиСюю. 
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Пусть Л1Ш1П ОЬ н Ос {[ПК. 55) представляютъ моменты около 
начала О двухъ векторовъ АВ п АС, не лежащихъ въ плоскости ри- 
сунка п приложенныхъ нъ одной и той же точк! А. Тогда лиши ОЬ п Ос 
перпендикулярны къ площадямъ ОАВ 
II ОАО, и по своей длин* равны их^ 
удБОенноЙ величин*, т, е. содержатъ 
столько едпницъ длины, сколько уно- 
иянутыя двойныя площади— едиаицъ 
площадей. КромЪ того, если АВ 5у- 
детъ геометрическая сумма АВ п АС, 
то удвоенная площадь ОАВ выразптъ 
моментъ этоп суммы, Черезъ конецъ 
векторовъ Д 6', В проведемъ пряиыя 
"^1-^--''' / параллельно лнн!» ОА, и пересЪчемъ 

' !^ ■ , ихъ перпендикулярною еъ нимъ плос- 

К0СТ1Ю, проходящею черезъ точку А. 
Тогда очевидно, моменты векторовъ АВ и АВ\ АС а АО, АВ и АВ' 
около О будутъ попарно равны, и5о они выразятся соответственно 
равновеликими удвоенными площадями: ОАВ и ОАВ\ ОАС и ОАО 
и т. д. БромЪ того, АВ' будетъ, очевидно, геояетрнческою суммою 
отъ АВ' и АС, т. е. д1агопалью параллелограмма, построепнаго на 
этихъ векторахъ. Такимъ образоиъ мы йудемъ пм-Ьть: 

ОЪ ^- О А . АВ' , Ос=0А. 'АС . 

Лин1я ОЛ, представляющая геометрическую сумму ОЬ 4- Ос, будетъ, 

очевидно, перпендикулярна въ плоскости ОАВ'\ а такъ какъ пзъ 

подоб1я треугольниковъ ОЬё съ АВ'1)' и ОЫ съ АС'В' сл'Ьдуетъ, что 

ЛВ^ _ АВ[ _ АС'_ _ 1_ 

0(? ^'01 ~^ ОС "ОА ' (281 

то ^ ^ 

Оа=^ОА. АВ' , 

т. е, представляетъ моиентъ вектора АВ- или, что все равно, век- 
тора АВ. Птакъ: 

Геометрическая сумма момептовъ дпухъ векто- 
ровъ, приложенныхъ къ одной точке, представляетъ, 
около всякаго начала, моментъ геометрической сум- 
мы данвыхъ векторовъ. А следовательно вообще, геометри- 
ческая сумма момептовъ какого угодно числа векторовъ, прпложеп- 
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ныхъ къ ОДНОЙ точкЪ, прбдставляетъ моментъ геометрической еувкчи 
этихъ векторовъ. 

Если начало О лежптъ въ пюекости данпыхъ векторовъ, то 
сумма моментовъ обращается очевидно въ алгебраическую сумму пло- 
щадей, II моменты откладываются по одному и тому же перпендикуляру. 

Изъ предъндущаго очевидно также, что проложеп1е момента, 
косоугольное или прямоугольное, на плоскость, проходящую черезъ 
начало, представить моментъ проложен1я па туже плоскость даннаго 
вектора. 11роложеп1е момента на плоскость, не проходящую черезъ 
начало, представитъ моиеитъ нродожен1я даннаго вектора на туже 
плоскость, считаемый около оси, проходящей черезъ начало я периен- 
дикулярной къ плоскости проложен1я. 

Такъ какъ одинъ и тотъ же моментъ можетъ быть обусловленъ 
различными векторами, то вообще несколько моментовъ, отложенныхъ 
отъ одного начала, не всегда соотвЪтствуютъ векторамъ, приложен- 
иымъ къ одной и той же точк-Ь, хотя так1е векторы для данпыхъ 
моментовъ и могутъ быть подъпскаоы. Следовательно, моментъ гео- 
метрической суммы векторовъ , приложенныхъ къ одной точки , 
всегда будетъ геометрическою суммою моментовъ данпыхъ векто- 
ровъ, но не наоборотъ. 



Разсмотрииъ теперь значен1е геометрической суины моментовъ 
для того случая, когда соотв'Ьтствующ1е векторы приложены къ раз- 
лпчнымъ точкамъ. 

Прежде всего найдеиъ яо данному моменту, около одного начала, 
выражение момента около другаго начала. Пусть двойная площадь 
треугольника ОАВ (рис. 56) представляетъ моментъ вектора ЛВ 
около О, а двойная площадь О'ЛВ — моментъ 
того же вектора около О', и пусть вообще оба 
треугольника лежатъ въ разныхъ плоскостяхъ. 
Черезъ О' проведеиъ плоскость, перпендикуляр- 
ную къ АВ, а черезъ О прямую, параллельную 
АВ; точку С перес'Ьчеи1Я этой лин1и съ упо- 
мянутой ПЛ0СВ0СТ1Ю соединпмъ съ О' п съ в 
(точкой перегЕчен1я плоскости и АВ). Тогда 
очевидно, О'В и СВ будутъ перпендикулярны 
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къ ЛВ, а О'С — къ ОС. Такъ как!. О'В нвляетс!! геоиетрлчсспою 
суимои) О'С 11 СВ, то мы ясшеи'!. писан,: 

'ЛБ.б^ = АВ (б^С 4- С5} , (29) 

гдь сумма берется геометрически. Но АВ.0'0 представляегъ мо- 
ментъ, относительно начала О', вектора ЛЬ', перенесениаго парал- 
лельно самому себ'Ь въ точку О; а АВ.С1) равно моменту вектора 
ЛВ около начала О. Легко видЬть также, что правая часть выраже- 
ния (29) представляетъ геометрическую сумму упомянутыхъ лонентовъ. 
СлЁдовательно, моментъ дан наго вектора, около новаго 
начала, равен ъ геометр п чес кой сумм* нзъ момента 
того же вектора, около стараго начала, к момента, 
ОКОЮ новаго начала, даннаго вектора, нервнесен- 
наго параллельно самому себ'Ь въ .старое начало, 

Обоаначнмъ черезъ М' геометрическую сумму иоментовъ, около 
Н'Ькотора1'о начала, для векторовъ, пркложенныхъ разлпчнынп обра- 
зами, къ различнымъ точкамъ, — черезъ 3/^ геометрическую сумму 
тЪхъ же векторовъ, около новаго начала, а черезъ ЗЛ — моментъ век- 
торовъ, перенесенныхъ параллельно сампмъ себ'Ь въ старое начало, 
ц взятый около новаго начала. Тогда по предъ идущем у 

Л/^ Ж' 4-51;, СЗО) 

гдЬ сумма оерется геометрически. 

Изъ этого иосл1;дняго выражения мы виднмъ, что геометри- 
ческая сумма моментовъ векторовъ, приложенныхъ 
къ различнымъ точкамъ, представляетъ моментъ гео- 
метрической суммы всЬхъ векторовъ, перенесен- 
ныхъ параллельно сампмъ себЪ въ некоторую точку, 
сложенный геометрически сънЬкоторылъ ои ред Плен- 
ным ъ м оме II том ъ, пезавпсящимъ отъ иоложен1я но- 
ваго начала, 

Изъ (30) легко видеть, что моментъ около начала О 
векторовъ, приложенныхъ къ точкЬ О', равенъ и про- 
тив о п о л о я; е н ъ моменту около начала О' т Б х ъ - ж е век- 
торовъ, перенесенныхъ въ точку О. Д'Ействительно, опре- 
дЬлня моментъ Л/' какихъ ниоудь векторовъ око.ю О', по ихъ мо- 
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менту Ж около О, мы ил-Ьевп.: 

г^Ъ Э(о есть моментъ всЪхъ векторовъ, перенесенныхъ въ точку О. 
Но по (30): 

Следовательно: 

Точку, куда переносятся бс4 векторы, мы можемъ выбирать со- 
вершенно произвольно; съ переи'Ьиой положен1я этой точки будетъ 
очевидно меняться и величина добавочнаго момента. Мы можемъ 
выбрать упомянутую точку такъ, чтобы величина добавочнаго момента 
М' была наименьшею или, если возможно, равнялась бы нулю. Въ 
этомъ послЪднеиъ простЪйшемъ случае, съ котораго мы пачнемъ, 
геометрическая сумма момеитовъ можетъ быть очевидно равна мо- 
менту геометрической суммы векторовъ, переиесенныхъ въ одну 
точку. 

Приложимъ предъидущее разсужден1е къ частному случаю двухъ 
параллельныхъ векторовъ. Сумма момеитовъ двухъ такихъ векторовъ 
очевидно тогда равна нулю, когда эти моменты равны другъ другу 
и иротивуположны; а такъ какъ моментъ представляется лин1ей, 
перпендикулярной къ плоскости, проходящей черезъ начало м векторъ, 
то очевидно, что точка нулеваго момента должна лежать въ 
одной плоскости съ обоими векторами. Если параллельные векторы 
направлены въ одну сторону, то моменты ихъ будутъ противоположны 
около начала, расположеннаго между векторами; сл'Ьдовательно между 
векторами должно находиться начало нулеваго момента. Обозначая 
черезъ Л а В величины упомянутыхъ векторовъ, а черезъ а и Ь — 
ихъ разстояи1я отъ начала нулеваго момента, мы будемъ ииЪть 
услов1е: 

Л.а = В.Ь, (31) 

откуда видимъ, что геометрическая сумма момеитовъ, около всякаго 
начала, отъ двухъ параллельныхъ векторовъ, направлеиныхъ въ одну 
сторону, равна моменту вектора, равнаго ариометической суммЪ дан- 
ныхъ векторовъ, приложеннаго къ точкЪ, находящейся въ плоскости 
обоихъ векторовъ, между ними и на разстоян1ЯХЪ отъ нихъ, обратно 
пропорп1оиальныхъ величииамъ данныхъ векторовъ. Такой векторъ, 
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въ отношенп! къ моменту, ножетъ быть названъ результирующим!, 
век тором 'ь. Этотъ посл'ЬдН1Й остается одииъ и тотъ же для дан- 
ныхъ векторовъ, около какого начала ни былъ бы взятъ моментъ. 

Точно такими же разсужден1ям11 найдемъ, что результирующ1й 
векторъ двухъ параллсльныхъ векторовъ, направленныхъ въ разныя 
стороны, равенъ ихъ аркометической разности, лежитъ въ ихъ 
плоскости, по одной еторон'Ь отъ обоихъ составляющихъ, ближе 
къ большему вектору, на разстоян1яхг отъ обоихъ векторовъ, обратно 
11ропорц1ональныхъ ихъ величинамъ. 

Сравнивая этотъ результатъ съ выводами § 13, мы ааключаемъ, 
что результирующ1Й векторъ параллельныхъ векто- 
ровъ находится, какъ результирующая ось вращен1а 
для параллельныхъ осей. 

Изъ предъидущаго очевидно, что два равные и противоположные 
вектора, приложенные къ различнымъ точкаиъ, не имЬютъ себь 
результирующаго вектора; т. е. нельзя найти такой векторъ. мо- 
ментъ котораго около произвольнаго начала былъ бы равенъ гео- 
метрической сумм'Е «оментовъ около того же начала отъ двухъ упо- 
мянутыхъ равныхъ и противоположныхъ векторовъ. Так1е два век- 
тора носятъ назван1е нары. 

'Гакъ какъ моментъ векторовъ, около новаго начала, равенъ 
моменту около прежняго начала, сложенному съ моментомъ около 
новаго начала т!^хъ же векторовъ, перенесепныхъ безъ измЪнен1я 
ихъ величины п на11равлен1я въ старое начало, то очевидно, что мо- 
ментъ пары остается одинъ п тотъ же но величине и направлен1ю 
около всякаго начала (ибо въ выражеН1и (30) всегда 31? = 0). 

Такъ какъ моментъ пары, равный геометрической суммЕ момен- 
товъ обоихъ ея векторовъ, остается одинъ и тотъ же для всякаго 
начала, то, выбирая начало въ точкВ приложен1я одного изъ векто- 
ровъ пары, находнлъ, что атотъ моментъ выражается произведен1ень 
изъ разстоян1Я между векторами пары и одного изъ двухъ равныгь 
векторовъ; кромЪ того очевидно, этотъ моментъ перпендикулярен'!, 
къ плоскости пары, и наиравленъ въ ту сторону отъ наблюдателя, 
смотря въ которую онъ Еидитъ векторы идущими по стрЬлкЪ часовъ. 

Моментъ пары около даннаго начала можетъ быть зам1;ненъ 
моментомъ какого либо одного вектора, лежащего въ плоскости, па- 
раллельной плоскости пары; но такой векторъ не останется один-ь 
II тотъ же для разлнчныхъ началъ. Наоборотъ очевидно, моментъ 
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даннаго вектора около нЪкотораго начала можетъ быть зам^ненъ мо- 
ментомъ пары; но эта пара не будетъ одна и таже для разныхъ 
началъ. 

Геометрическая сумма номентовъ н^скольвпхъ паръ, около вся- 
ваго начала, будетъ одна и таже по величин-Ь и направленш. ибо 
каждое пзъ слагающвхъ этой суммы будетъ одио и тоже, Сл-Ьдова- 
тельно, геометрическая сумма моментовъ паръ представляетъ тож*" 
номентъ некоторой пары. 

Моментъ пары около дапнаго начала не излЪнится пи но вели- 
минЪ, ни по направлеН1в>, если точвч приложен1я векторовъ будутъ 
перенесены куда либо въ плоскости пары или въ плоскости ей па- 
раллельноп, и притоиъ тавъ, чтобы, съ измЪнен1емъ разстоян1я между 
векторами и величины этихъ послЪднихъ, произведен1е изъ разстоя- 
Н1Я и величины вектора оставалось одно и тоже. 

Очевидно также, что одну пару можно разлагать на нЪскольк» 
паръ, лежащихъ въ разныхъ не параллельныхъ плоскостяхъ; при 
этомъ необходимо только, чтобы геометрическая сумма моментовъ, 
*лагающ11хъ наръ была равна моменту данной пары. 

Вообще разложен1е и &ложен1е паръ можетъ быть произведено 
или съ П0МОЩ1Ю разложен1Я и сложения ихъ моментовъ, или съ по- 
3110Щ1Ю разложен1я и еложен1я ихъ векторовъ. То и другое приводить 
-очевидно къ одинаковому результату. 

Теперь мы можемъ перейти въ непосредственному р'Ьшенш по- 
ставленной въ началЪ общей задачи о значен1И геометрической суммы 
моментовъ (около даннаго начала) отъ векторовъ, приложенныхъ 
различными способами къ различнымъ точкамъ. Выберемъ некоторую 
произвольную точку, и прпложимъ къ ней векторы, соотвЬтствепно 
равные и параллельные даныымъ. Образованную такимъ обраэомъ 
вколо упомянутой точки систему векторовъ назовемъ черезъ Л. 
Еъ той же точк* прпложимъ другую систему векторовъ В, каждый 
векторъ котороп равенъ и противоположепъ соответствующему век- 
тору системы А. Геометричесвая сумма векторовъ системъ А я Л 
а ихъ моментъ около всякаго начала будутъ очевидно равны нулю. 
(;л1вдовательно, моментъ данныхъ векторовъ не п&м'Ьннтся, если въ 
нему мы прнложлмъ моментъ системы А-^-В. Но всЬ данные векторы 
вмЪст'Б съ вевторами В образуютъ очевидно систему паръ, воторая, 
по отношению къ моменту, можетъ быть зам-^нена одною парою; 
лекторы же системы А логутъ быть замЬнены однимъ векторонъ. 
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который и обозначимъ ирезъ Л. Такимъ образомъ всЬ Еекто]1ь1 бу- 
йутъ заменены одною парою и векторомъ. Полученную пару разло- 
жииъ на дв-Ь: одну Р— въ плоскости, перпендикулярной къ упомяну- 
тому вектору, а другую ^ — -въ одной плоскости съ этиаъ посл'Ьд- 
нииъ. Пара и векторъ, лежащ!е еъ одной плоскости, вогутъ быть 
заменены однимъ векторомъ въ той же плоскости. Такъ кавъ пару 
можно вращать въ ея плоскости, не измЬняя этимъ ея момента, то 
ставя векторы пари ^ параллельно вектору Л, получимъ въ резуль- 
тагЬ одннъ векторъ, перпендикулярный къ плоскости пары Р. 

Итакъ, всякая система векторовъ,приложенныхъ 
въразличнымъ точкамъ, может ъ быть заменена, но 
отношению къ йоменту, Н'Ь которою нарою и векто- 
ромъ, перпендпкулярнынъ въ плоскости этой по- 
слТздней. Момектъ пары будетъ представлять неизменную часть ^Лй 
выражеН1я (30), а моментъ вектора — часть Ж'. 

КромЬ того, если найдены какая нибудь пара и векторъ Л, за- 
м4няющ1е собою данную систему векторовъ, то одинъ изъ вевторовъ 
пары можетъ быть очевидно прнложенъ въ той же точке, какъ век- 
торъ Л. Оба эти посл'Ьдн1е векторы могутъ быть заменены однниь, 
равныиъ ихъ геометрической сумиЪ, и такимъ образомъ наша дан- 
ная система заменится двумя векторами, приложен- 
ными къ двувъ разлпчнымъ точкамъ и лежащими въ 
разныхъ пдоскостяхъ. Такихъ векторовъ, взатнхъ по два 
и замЪняющихъ данную систему, можно очевидно подъискать безчи- 
сленное множество, Такъ какъ величина и направлен1е обоихъ векто- 
ровъ пары могутъ быть выбраны произвольно (лишь бы ихъ моментъ 
оставался одинъ и тотъ же), то векторы найденной пары мы иожемъ 
въ ихъ плоскости поставить такъ, чтобы черезъ одинъ изъ йтихъ 
векторовъ и векторъ Л проходила плоскость, перпендикулярная къ 
плоскости пары; зат^мъ величину векторовъ пары выберемъ такъ, 
чтобы одинъ изъ нихъ, слагаясь геометрически съ Л, далъ бы резуль- 
тирующ1Й векторъ, перпендикулярный къ плоскости пары. Такимъ 
обраномъ зам-Ьнимъ данную систему векторовъ, т, е. 
всякую пару и векторъ, двумя взаимно перпендику- 
лярным и векторами, лежащими въ двухъ взаимно 
перпендикуля1)ныхъ плоскостяхъ и приложенными 
къ разнымъ точкамъ. Такихъ нарныхъ векторовъ мы можемъ 
подъискать тоже безчисленное множество, ибо данная система можетъ 
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оыть заменена безчпсленнымъ множествомъ снстсмъ, состоящихъ 
тъ пары и вектора. 

Наконецъ, есля можно найти два вектора, зам1пян>Ш1е данную 
«истему, то очевидно всегда иожцо найти и всякое бйльшее число 
такихъ векторовъ, тоже приложенныхъ въ различиынъ точкамъ. 

Вышеописанная аам'Ьпа, съ по)10Щ1ю двухъ взаимно перпенди- 
кулярныхъ вевторовт,, очевидно не яожстъ быть произведена, если 
система векторовъ представляется только одною парою, или однимъ 
векторомъ. Кром^ того, замена не удастся, если мы за одну изъ 
упомянутыхъ выше взаимно перпендикулярныхъ плоскостей выберемъ 
плоскость пары, къ которой векторъ перпендикуляренъ. 



Выразимъ мояентъ векторовъ, около даняаго начала, съ по1110Щ1Ю 
составляюшихъ векторовъ, по прямоугольнымъ осямъ, и коордянатъ 
точекъ кхъ приложен1я. 

Подожимъ, что начало координатъ выбрано въ точкЬ, около ко- 
торой берется моментъ. Пусть X, У, 2 будутъ составляющ1я нЪко- 
тораго вектора по осямъ коорди[[атъ, а х, у, г'— координаты его точки 
приложен1я. Моментъ векторовъ X, У, Е (т. е. геометрическую 
сумму ихъ моментовъ) около начала координатъ гредставнмъ себЪ 
разложеннымъ на три момента, параллельно осямъ координатъ. Сла- 
гающ1й моментъ по оси х — овъ можетъ быть обусловленъ очевидно 
только векторами, расположенными въ плоскости перпендикулярной 
къ оси X — овъ, т. е. векторами У и 2. Та часть момента этихъ 
двухъ векторовъ, которая направлена по оси х — овъ, представятся 
произведен1ями изъ векторовъ и нхъ ра.чстояп1Й отъ оси момента, 
т. е. оси X — овъ; эти разстоян1я для У а 2 суть соответственно • 
^ и у. Крои'Ь того очевидно, что моментъ Тг будетъ идти около 
оси х— -овъ по стр^лк-Е часовъ, а моментъ 2у — обратно; следова- 
тельно, первый будетъ положительный и второй — отрицательный, по 
отношению къ положительному направлен1ю оси х — овъ. Алгебраиче- 
ская сумма обоихъ моментовъ представптъ весь моментъ, направлен- 
ный по оси X — овъ, т. е. 

Точно также для осей р — овъ я г — овъ полу'чимъ соотв-Ьтственно: 
2х — Хг и Ху — Гх . 
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Если, вместо одного вектора {Х.У.И), им'Ьемъ ихъ 1[1-,сколько, 
приложенннхъ къ различнымъ точкамъ, то с.оставляющ1Я по осямъ 
координатъ геометрической суммы моментовъ такихъ векторовъ, будутъ 
очевидно равны соответственно суммамъ составляющихъ по т4мъ ж& 
осямъ моментовъ отдЪльныхъ векторовъ. Такимъ о5разоиъ, обозначая 
черезъ Хд, М,„ -Л^^ состав л яющ1я части по осямъ координатъ мо- 
мента всЕхъ данныхъ векторовъ, имЪемъ: 

М^=У{2х—Хг), С32) 

гд-Ь суммоваи1е производится но различнымъ вскторамъ и соотвЪт- 
ственныиъ координатамъ ихъ точекъ приложен1я. 

Если ищется моментъ не около начала координатъ, а окол» 
некоторой точки, координаты которой суть х„, у„, г^о, то перенося 
начало координатъ въ упомянутую точку, мы получимъ новыя выра- 
женья для составляющихъ I/, Ж, Д если въ выражен1яхъ (32) 
координаты ж, у, г, относительно прежняго начала, замгнимъ коорди- 
натами х—х^, У—Ул^ г'— г^п, относящимися къ новому началу. Тогда 
получимъ для новыхъ Ь, М п N выражен1я. 

М^.- У [2(_х - X,) - X (г - ^о)] , (33) 



Обозначая 



.1=2-^' -»-2^' ^=2^' ^^^^ 

мы можсмъ выражен1я (33) писать въ вид^: 
Х=^Х,-(-Вг„- Су,), 

Ж = Жц — С Сх„ — Лг,) , (35) 

-V = Х„ — (Ау„ — Вх„) , 
гдЬ члены въ скобкахъ лредставляютъ слагаюш1я мокентовъ, около 
начала координатъ, отъ векторовъ, перенесенныхъ параллельно самимъ 

НозййЬуСдООЗк 



§ 23 Глава П. Принципы Динамики. 135 

себь въ точку {Хо^у^,^:^). ТЪже скобки, но съ обратнымъ знакомь, 
выразатъ мовекты около точки (жо,уи,го) отъ векторовъ, перене- 
сенвыхъ Еъ начало координатъ. Тавимъ образомъ въ равенствахъ (35) 
выражается ивойство моментовъ, представленное выражен1еыъ (31). 

Если величины Ь, М, N слагающнхъ момента Р пзвЪстны, то 
величина саыаго момента определится выражен1емъ: 

р= = Х^ 4- -''^^ + -^' . {Щ 

а его углы съ осями координатъ — косинусами: 

^. ^, *-. т 

Векторы, о6условливающ1е моментъ Р, могутъ быть зак'Ьнены 
одною нарою н вевторомъ, перпендикулярнымъ къ ея плоскости. 
Найдемъ моментъ упомянутой пары П и упомянутый векторъ Г . 

Пусть X, р., V будутъ слагающ1я момента П, составляющаго Н'Е- 
которую часть отъ момента Р, направленную параллельно результи- 
рующему вектору и слагающнхъ А, В, С. Тогда очевидно 

П " Д ' П ~ Ё ' П " Й ' 

откуда 

Х = >^. , ^ = V^. (38) 

Слагающ1я другой части Р, т. е. геометрической разности Р— П бу- 
дутъ очевидно 

и такъ какъ оба момента П и Р—П должны быть перпендикулярны 
другъ къ другу, то 

(X -^ А) X + еж - ЕЛ ) [1 + (2\г - V) V = о , 
откуда на оскоЕан1и (38): 

.Л1 + БМ+ СК 



= _в 



АЬ+ВМ+СК 
Л' 

ль + Д.МЧ- см 
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или, на основаниг (35}: 

X = ^ (^Ь„ + ВМ„ + СЛ-„) , 

(А = ^5 (АЬ^ л. ВМ„ -г СЖ.) , (40) 

V = '^^ ^л^„ + вм, + слу , 

откуда видниъ, что X, (А, V должны быть составляющими момента 
некоторой пары, тавъ какъ они не зависятъ отъ полол;ен1я начала 
момента, т. е. воординатъ точки {х^^у^^^г^). 

Слагаюш1я остальной части момента Р будутъ, на основап1и 
(35) и (40): 

ь^\_в 1^- - .^р .„ , - с ..^ — д^ 9. ; , 

М~^1=С ,- —^,-— х„ I- А[ -^=^,-^- - г» I . (41) 



Л'- 



/ж,о- 


./У,В 




V 


В' 


•■ 




/Л', 


,А- 


-ь,.с 


\ 


V 


В' 







„ ГМ.С—К.В N 



Быражен1я (41) представляютъ слагающая момеита около точкн 
(л'о^^о.^о) вектора Д проходящаго черезъ точку, координаты ^, 1^, ; 
которой суть: 

г МХ-Ж^В Л'4-Х.С ь.в~м,л 

Следовательно вообще можемъ представит!.: 

Ж=^л+ С(.^ — а;„)-^С!;-^«), (43) 

откуда видимъ, что моментъ данныхъ векторовъ выражается моиен- 
томъ геометрической суммы В, этихъ векторовъ, перенесенныхъ 
параллельно самимъ себ* въ некоторую точку (5, 1], ;), и моментоиъ 
пары, плоскость которой перпендикулярна къ М. 
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§ 24:, Сохранение момента количества движения или сохранеше 
площадей. 

Если раБН0цМствующ1я силы, прилсженныя къ свободнымъ мате- 
р1альнымъ точкамъ данной системы, обусловливаются взаимными силами, 
д-Ьйствующими между упомянутыми точками, то так1Я раБН0д*йствуюш1я 
ми можемъ заи'Енить составляющими, которыя для различныхъ точекъ 
др11Лоэ!ен1Я попарно равны и направлены противоположно соответ- 
ственно по одн'Ьмъ и гЬмъ же прямымъ. Монентъ каждыхъ двухъ 
изъ такпхъ составлнющихъ будегь равенъ нулю около всякаго начала; 
а сл1!дователь!10 равна нулю и сумма всЬхъ подооныхъ ломентовъ, 
или по предъидушему параграфу, равенъ нулю моментъ вс4хъ силъ, 
приложенныхъ къ точкамъ данной системы. 

Обозначимъ черезъ /\, /'^ . . . Д упомянутый равнод'1Ьйствуюш1я 
вс1Бхъ взаимныхъ еилъ, приложенныя къ разлдчнымъ п точкамъ си- 
стемы, а черезъ ()^, д^ . . . с^д — длины пернендикуляровъ на направ- 
ЛСН1Я этихъ силъ изъ какого нибудь начала. Тогда, на оонован1к 
предъидущаго: 

Л <*з+-А ''з-Н- - ■ -Л (>п = 0, (44) 

или вообще 

гд!! сумма берется геометрически, т. е, каждое изъ произведен!*! ^д 
выражается определенною прямою лнн1ею, и затЪмъ всЬ так1Я лин1П 
слагаются геометрически, 

Разыщемъ теперь кинематическое значенге предъидущихъ вы- 
ражен1Й. Обозначая черезъ да^ , «ц . . . т„ ^ Ох^ 9г ■ ■ ■ 9« соответ- 
ственно массы и ускорен1я точекъ системы, кы можемъ написать 
выражеН1е (44) въ вид*: 

'^^^'^9^(^\'\''"'^■^Vг^\■\' ■ ■ • ■ "^гй'п'^п — С 
ИЛИ (45) 

Обозначая черезъ Ш элементъ времени и умножая на него 
вредъидущее выражен1е, инеенъ: 



=тд тогда иибетъ и'Ьсто, когда в 
ь силы /"не урв.нновЬшена другою силою или со1фотивлен1е11Ъ. Поэтому урав- 
в (45) ии4етъ силу толььо для свободной г 
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н^и помня, что вообще 

га^ Д« есть геометрическое 11рираще1пе скорости къ концу алемента 
времени ЛЬ, имЪеыъ: 

ТтД«.(?:=0, (46) 

гд-Ь каждое д перпендикулярно къ соответствующему \^. ибо направ- 
ления д ж XV одинаковы. Сл'Ьдовательно, геометрическая сумма 
моментовъ приращен1й количества движен1я для 
каждаго момента времени равна нулю. 

Изъ предъидущаго параграфа мы знаемъ, что геометрическая 
сумма или разность моментовъ данныхъ векторовъ можетъ быть пред- 
ставлена какъ моментъ геометрической суммы или разности векторовъ. 
Отсюда заключаемъ, что приращен1е момента, обусловли- 
ваемое приращен1емъ вектора, равно моменту при- 
ращен1я вектора. Следовательно наоборотъ, когда разсматри- 
ваемый векторъ представляетъ собою количество движен1я, то мо- 
ментъ приращеН1Я количества движения равенъ приращен1ю момента 
количества движен1я. Но на основан»! (46), обозначая геометрическое 
нриращенк момента количества движешя черезъ Л1тг!.(5, мы пм'Ьекъ 

дУ ту. о — У Д (тV).д -^ О , (47) 

где соотв'Ьтственныя ^ и () различны по величине и направлен1ю, 
ибо д перпендикулярно къ Ли, а (5— къ у\ направлен1Я же Дг и у 
вообще различны. 

Если приращен1с какого ннбудь количества между всякиши двумя 
произвольно выбранными и безконечно близкими моментами времени 
(началокъ и коицомъ времени М) равно нулю, то само количество 
очевидно всегда остается одно и тоже. Бследств1е этого заключаемъ, 
что моментъ количества движен1я системы, около 
даннаго начала, остается одинъ и тотъ-зке во все 
время движен1я системы, если это дв и жен1е совер- 
шается подъ дЪйств)емъ взаимныхъ силъ системы. 
Это свойство моментовъ количества движен1я известно подъ нменемъ 
закона сохранен1я момента движен1я. Моменты двнжен1я, 
взятые около различныхъ началъ, оставаясь одними и теми же для 
различныхъ временъ, будутъ очевидно вообще между собою различны. 
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Обращая внима1пе на то, что лропУведен1е уйЬ выражаетъ дли- 
ну пути, проходимаго движущеюся точкою въ течеяп! элемента вре- 
мени йЬ, мы легко можемъ вид'Ьть, что Vс^^.о представитъ удвоен- 
ную площадь треугольника, образованнаго линиями, проведенными изъ 
начала момента къ «онцамъ элемента пути VМ, и самимъ элементомъ; 
или иначе, г'М.о представлнетъ двойную площадь, описанную въ 
элементъ времени радьусомъ вектороыъ движущейся точки около на- 
чала момента. Складывая нодобныя площади, описанныя рад1усами 
векторами всЬхъ иассовыхъ единицъ, связанныхъ съ данною движу- 
щеюся точкою, мы получимъ очевидно туМ.^. если т есть масса 
движущейся точки. Складывая наконецъ ге о метрически элементарныя 
площади, описанныя около даннаго начала рад1усами векторами всЬхъ 
нассовыхъ единкцъ системы, мы иолучаемъ (^^\.тVЛ^ при чемъ гео- 
метрическая сумма берется описаннымъ уже способом-ь, какъ геоме- 
трическая сумма моментовъ. На основан1и закона сохранен1я момента 
дБижен1я заключаемъ дал-Ье, что, для каждаго изъ равныхъ и произ- 
вольно выбрашшхъ элементовъ времени й1, геометрическая сумма 
вышеупомянутыхъ элеыентарныхъ площадей, т. е. йЬ1.тV.^, остается 
одна и таже. Но каждые два равные промежутка времени, произволь- 
ной конечной величины, могутъ быть разбиты на безконечное число 
равныхъ элементовъ временп, и каждая геометрическая сумма ко- 
нечныхъ площадей можетъ быть разбита на безконечно большое чи- 
сло алементарныхъ. Если-же элементарныя части двухъ конечныхъ 
величинъ равны, то очевидно будутъ равны между собою н самыя 
эти величины, какъ дв! суммы, состоящ!я изъ равнаго числа равныхъ 
слагаемыхъ. На основанш такихъ соображен1Й заключаемъ, что гео- 
кетреческая сумма площадей, описываемыхъ около 
даннаго начала рад1усами векторами вс'Ьхъ массо- 
выхъ единицъ системы въ течен1и равныхъ и произ- 
Больныхъ промеж у тковъ времени, остается одна и 
таже. Высказанная теорема носитъ назван1е закона с охран е- 
н1 я площадей. 

Ка основанш (31), моментъ количества движения около всякаго на- 
чала можетъ быть представленъ какъ сумма изъ момента некоторой пары 
количества движен|н и момента всего количества движен1Я, приложен- 
наго къ одной ТОЧКИ;. Но количество движен1я системы, приложенное 
къ одной точкЪ, т. е. геометрическая сумма 1тV, равно нулю, когда 
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центръ 1!нерц1и сист-^мы непожвиженъ. Сл!;довательно, м о м е н т ъ 
двйжен1Я системы, и геометрическая сумма площадей, 
оппсываемыхъ въ равныя времена рад1усаяп вектора- 
ми массовыхъединицъ системы, остаются одни и тЪже 
для всякаго начала, если центръ 11нерц1|гсистеиы не- 
подвкженъ. Если-же центръ иЕ1ерц1н движется, то моменты дви- 
жен1я системы около различныхъ точекъ разнятся между собою по 
стольку, по скольку разнятся моменты около тЪхъ-же точекъ коли- 
чества движен1я центра инерц1п, съ которыиъ связана вся масса си- 
стемы. Следовательно моментъ движения системы около какой либо 
неподвижной точки равенъ суммЬ изъ момента движен1Я системы 
около двнжущагося центра 11нерц1к и момента движен1я самого центра 
инерц111 около упомянутой точки. Оба эти момента, независимо другъ 
отъ друга, не изминаются со временемъ. 

Если мокептъ движен1я системы остается ностояннымъ, то и 
проложен1е его па какую нибудь неподвижную линш или плоскость 
тоже постоянно, или, что все равно, постоянна алгебраическая сумма 
проложен1й составляющихъ момента (т. е. моментовъ движенья каж- 
дой точки системы) на какую нибудь лпн1ю пли плоскость. Следо- 
вательно, алгебраическая сумма проложен1п площадей, относящихся 
къ каждой матер1альной точке, на какую нибудь плоскость остается 
постоянною, если геометрическая сумма упоманутыхъ площадей по- 
стоянна. 

Обозначая чсрезъ т массы точекъ системы, черезъ эг, у, г— 
соотв1тствующ1Н координаты и черезъ г«, г, (* — -слагающая скорости 
по осямъ координатъ, мы легко увидимъ, что алгебра11ческ1Я суммы 

Ут{1'^ — щ) , Ут(гсх — иг) , / т (_?/«/ ^ гж) , (48) 

представляютъ еъ одной стороны проложен1я момента около начала 
координатъ (т. е. его составлпющ1я) на оси координатъ, а съ дру- 
гой—суммы проложенШ на плоскости координатъ удвоенныхъ площа- 
дей, оппсываемыхъ соответствующими рад1усаяп векторами около 
начала въ течен1И элемента времени А1, дЪленныя на Ш. На оско- 
ван1й вышесиазаннаго, три упомянутый выраженья должны оставаться 
неизменными со временемъ. 

Систему свободныхъ натер1альныхъ точекъ, движущихся подъ 
д*йств1емъ взаимныхъ силъ и сохраняющую въ силу этого постояняыиъ 
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свое количество ДЕн»;ен1я I,тV и свой моментъ движен1я 1тт^, мы 
будемъ для краткости обоупачэть назван1емъ свободной консерва- 
тивной системы. 



§ 35. ДШтв!е внЪшкихъ силъ на свободную консервативную 
систему. 

Такъ какъ скорость центра инерц1и системы и моментъ ея ко- 
личества движеЯ1я не изменяются отъ взаимод'Ьйств1я частей систе- 
мы другъ на друга, то измгнен1е уномянутыхъ количествъ должно 
обусловливаться причинами, лежащими вп% данной системы, т. е. 
внешними силами. Итавъ, результатомъ д*йств1я вяЬшнихъ силъ на 
данную систему матер1альныхъ точекъ будетъ изн4нен1е скорости 
центра инерц1и системы и момента ея двикенза. Но очевидно, что 
упомянутыми дЪЙств1ями вн'Ёшн1я силы еще не определяются впол- 
не; точно также данныя внЕшн1Я силы производятъ не одни только 
упомянутыя изм'Ьнен1я. 

Обозначимъ черезъ Х', , /^2 ■ ■ ■ /" результирующ1я внутреннихъ (вза- 
имныхъ) силъ, дЪЙствующйХъ на каждую изъ п свободныхъ шатер1аль- 
кыхъ точекъ данной системы, черезъ Р^, Р^...Р„ — внйшн^я силы, 
приложенный къ нЪвоторыиъ или ко всЬмъ точкамъ тоё-же системы, 
черезъ *»!, ад^. ..«!„— массы точекъ системы и черезъ д^.д^-.-д^ — 
ихъ ускорен1я. Тогда, на основанп! втораго закона двпжен1Я, ииЪемъ: 

'"13. = Л'Н-Р1, з^^.Зп-^4'-Рп, (49) 

где суммы Д'Н--^! и Т- Д- вообще берутся геометрически. Складывая 
урр. (49) геометрически другъ съ другомъ, и замечая, что, на осно- 
вании третьяго закона движен1я, 1/'= О, мы получимъ: 

'^тд = '2.Р 
ИИ (50) 



^^*'* йг -' 2/ ' 



где V обозначаетъ соответственво скорость каждой изъ точекъ систе- 
мы, а М есть некоторый элементъ времени. Левая часть предъидущаго 
выражения иредставляетъ геометрическую сумму приращен1Й въ еди- 
ницу времени количествъ движен1Я точекъ системы, т. е. иными слова- 
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ИИ — приращен1е геометрической суммы тЬхъ-же колпчествъ двике- 
шя. Обозначая это послЬднее прнрашен1е черезъ ЛГигг-", мы можемъ 
представить (50) въ вид*: 

Но если ни черезъ V обозначимъ скорость центра инерцхи системы, 

а черезъ М — сумму веЬхъ ея массъ, то, па ос]10Бан111 (23), будемъ 
ям'Ьть: 

Ъш'^^.МГ и -"^^-^ЖС, (521 

гдЪ О есть ускорен1е центра инерц1и. Поэтому 

откуда кидимъ, что ускорен1е центра пнерц1п вполнЬ определяется 
геометрическою суммою вн'Ьтнихъ силъ и сл'Ьдовательно не аависптъ, 
при одной и той-же величин'Ё этой суммы, ни отъ величины или на- 
правлен1Я каждой силы въ отдельности, ни отъ ея точки приложе- 
Н1Я. Итакъ мы зэвлючаемъ, что бн'Ьшн1я силы измЪняютъ 
движение центра ннерц1ц такимъ образом ъ, какъ буд- 
то опЬ Ес1;, пезъ изм'Ьнен1я своего направлен! я, бы- 
ли къ нему приложены, при чемъ вся масса системы 
была-бы связана съ ея цснтромъ инерЦ1И. 

Пусть папрпмЬръ некоторая мгновенная сила подействуетъ на по- 
коющуюся матер1альную точку ^., связанную съ массою «15. Результа- 
томъ этого дГ;йств1я будетъ то, что черезъ единицу времени точка Л пе- 
рейдетъ (рис. 57) въ Л' по направлеп1ю сообщенной скорости, кото- 
рая представится лин1ею ЛЛ'\ импульсъ 
силы будетъ измеряться пропзведен1емъ 
т. АЛ'. Но если мы вообразимъ себе не- 
которую другую неподвижную точку Б, съ 
1'"с- 57. массою и^з, И неззвисимую отъ точки А, 

то мы можем-1. все-такп разсматривать об* точки Л и В, какъ ни- 
которую систему, въ которой взаимный силы, каждая въ отдельно- 
сти, равны пулю. Центръ ицерцй! этой системы будетъ до перемешеН1я 
въ точкЪ С, выбранной такъ на ЛВ, что АС:ОБ = т^:т^\ по исте- 
чен1и единицы времени окъ будетъ въ С, прнчемъ А'О : ОБ = т^ : ш■^ ; 
отсюда следуетъ, что АА' -.СО = {т^'\-'т.^)^.т^. Туже самую вели- 
чину для С'С" мы получил п-бы, если бы представили себе, что 
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пмпульсъ АА'.т^ водЪйствовалъ на массу т^-^т^, связанную съ 
точкою С, ибо тогда скорость С'С" опредЁлилась бы изъ уравнения 

Точно также очевидно, если система точекъ находится, кром-Ь 
Бзаимныхъ силъ, еще подъ д'Ьйств1еыъ вн'Ьшнихъ силъ, то мо- 
ментъ еа количествъ движен1я не остается уже вообще одинъ и 
тотъ-же. Ыз1гЬ11ен1е-же этого момента обусловливается только вн'Ьш- 
ними силами. Обозначимъ черезъ д длину перпендикуляра опущен- 
наго изъ даннаго начала на направлен1е услорен1Я д н'Ёкоторой точки 
системы, черезъ о — длину перпендикуляра на направлен1е одной изъ 
взаилныхъ еилъ /", приложенной въ этой точкЪ, и черезъ ь — длину 
перпендикуляра па соответственную внешнюю силу 1\ Тогда, образуя 
геометрическую сумму моментовъ ускорен1й всЬхъ массовыхъ единпцъ 
системы, мы получинъ, на основан1и (49): 

Хт(/.д = Х{:5'\'Х^.Ь , (54) 

или такъ какъ, на основан!]! свойствъ взаинныхъ силъ 1/^() = (^, то 

"Иту.д^ХР.ь. (55) 

11риращен1е-же въ, течен1н элемента времен» й^, момента коли- 
чествъ движен1Я системы, которое мы обозначимъ черезъ Д1»№.5, 
гд4 (? есть соответственный перпепдикуляръ на паправлен1е скоро- 
сти V, определится изъ соотношетя: 

Следовательно по (55): 

Д^т?>.й^ ==^(^'.1,) йг . (56) 

Такимъ образомъ, зная величину, направлен1е и точки приложен1я 
Бпешнпхъ силъ, мы можемъ ВЫЧИСЛИТ!, для каждаго элемента вре- 
мени величину Х{Р.Ь) (И, которая представить намъ приращен1е 
геометрической суммы моментовъ количествъ движен1Я системы. 

Величина впешнихъ С1!лъ и нхъ точки приложеН1я могутъ быть 
очевидно таковы, что или геометрическая сумма этихъ силъ, или 
геометрическая сумма ихъ моментовъ, или обе суммы вместе, рав- 
ны пулю. 

1>ъ первомъ случае, т. е. когда 
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центръ инерц1й енстелы остается въ пико* пли .^[Енжется равнонЛрно п 
прямолинейно. ДЪйств1е вн'Ьшнихъ сллъ проявляется въ такомъ случа11 
въ измЬнен1и геометрической суммы площадей, описываемыхъ въ равные 
промежутки времени массовыми единицами системы около ея центра 
инерц1к или другой вакой-либо произвольно выбранной неподвижной 
точки. Кром* того въ данномъ случае, на осяован1и (30],моментъЕК'Ьш- 
нихъ силъ будетъ одинъ и тотъ-же около всякаго неподвижнаго начала; 
слЬдовательно и пряращен1е упомянутой геометрической суишы описы- 
ваемыхъ площадей будетъ для даннаго промежутка времени одно и 
тоже, около навой неподвижной точки мы эти площади ни отсчиты- 
вали-бы. Обозначимъ черезъ ЭД моментъ количества движен1я систе- 
мы, для даннаго момента времени, около некоторой произвольно вы- 
бранной точки А, черезъ З)!,, — тавой-же моментъ, для того-же момента 
времени, около центра инерции системы, черезъ Ж— массу системы, 
черезъ V — скорость центра инерЦ1И и черезъ с1 — перпендикуляръ иаъ 
Л на V. Тогда мы имЪемъ вообще: 

Ш ^Ш^-}- 317 . с1 . (57) 

Для какого нибудь другаго времени мы вообще оудемъ имЪть для 
той-же системы 

Ж' = йг;4-1/Г'. й'. (58) 
Если геометрическая сумма внЪшнихъ силъ равна нулю, то V' = V 
и (I' = Л. Следовательно тогда 

Шг~~Ш = Ш^~Ш^, (59) 

и кром'Ь того для даннаго времени 32 или ЗК' будутъ соотв-Ьтственно 
одинаковы около всякаго начала. Отсюда заключаемъ, что прираще- 
Н1е момента количества движен1Я подъ д4йств1емъ 
вн'Ьшнкхъ силъ, геометрическая сумма к ото рыхъ рав- 
на нулю, будетъ в ъ данный промежутокъ времени одно 
и тоже— какъ около любаго неподвижнаго начала, такъ 
и около движущагося центра инерц1и системы. Но мо- 
ментъ количества движен1я системы, вычислсипый для даннаго момента 
времени, представляетъ геометрическую сумму площадей, который опи- 
салн-бы около соотвЪтствующаго начала всЪ массовыя единицы си- 
стемы въ течеИ1и единицы времени, если-бы моментъ количества двн- 
жен1Я остался неизм'Ённымч.. СлЬдовательно, приращея1е упомяну- 
таго момента иредставляет-ь, для каждаго времени, соотв'Ьтетвующее 
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приращен!»: геоиетрнческой суммы площадей, которое по иредъиду. 
щему буцетъ для даннаго промежутка времени одно и тоже, около 
венкой неподвижной точки н около д1!ижушагося равном'Ьрно и пря- 
молинейно центра инерц1И. 

Очевидно также, что для разематриваемаго случая, т. е. когда 
ХР~0. действие внЬшнихъ силъ па систему, по отпошсн1ю къ из- 
М'Ьнен1ю ея момрнта количества движения, можетъ оыть замЬнено 
д1'.нств1емъ всякой пары силъ, момептъ которой равнялся бы по ве- 
личннЬ и направлен1ю моменту данныхъ вн'Ьшнилъ силъ. При зтомъ 
конечно изнЪнен1я, производиныя данными силами или заменяющею 
ихъ парою въ своростяхъ отдФльныхъ точекъ системы, будутъ во- 
обще различны. 

Если геометрическая сунна ^Р не равна нулю, но при этомъ 
существуетъ некоторое начало, около которэго геометрическая сумма 
«оментовъ силъ обращается въ нуль. т. е. если 

то геометрическая сумма площадей, опнсываеиыхъ массовыми едини- 
цами около упомянутой точки въ равные промежутки времени, остается 
одна и таже. Количество движен1я центра инерц111 при этомъ оче- 
видно будетъ изиЬнаться, также иакъ и момептъ количества движе- 
н1я системы около другихъ точекъ, крон* упомянутаго выше начала. 
По отношен1ю къ изм^ненш момента количества движентя системы 
около другихъ точекъ, вн'ёшН1я силы въ данномъ случа!; могутъ быть 
замЬнены одною, проходящею черезъ точку нулеваго момента и рав- 
ною геометрической сумм* всЪхъ данныхъ. 

Если точка нулеваго момента совпадаетъ съ центромъ инерц1и, 
т. е. если равнодействующая внЪшнихъ силъ проходитъ черезъ этотъ 
посл-ЬдиШ, то результатъ дКйствхя этихъ силъ будетъ состоять только 
въ измЪнен1и двйжеп1я центра инерц1и: лз«'Ьнен1е-же момента коли- 
чества движения около какого нибудь начала, не совпадающаго съ 
центромъ нперц1И, будетъ зависЬть только отъ изм'Ьнен1я скорости 
этого посл'Ьдняго. Действительно, на основаши (30), геометрическая 
сумма момептовъ количества движен1я системы около любаго начала 
будетъ равна только моменту геометрической суммы количествъ 
авижен1я, приложенныхъ къ центру инерЦ1И, т. е. моменту количествъ 
дв11жеп1я самого центра иперц1И. 

10 
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Если иоиентъ вя11шнихъ силъ оупетъ равенъ нулю около игу- 
каго начала, то бн'Ьшн1я силы должны быть приложены по напра- 
Блен1ю виутрепнихъ, и геометрическая сумма ихъ равна "пулю; т. V. 
другими словами, эти силы не производятъ никакого изм'Ънен^я во 
вн-Ёшнемъ движен1И системы, по отпошен1Ю кг центру иперц1н и 
оипсываемыиъ площадямъ. 

Наконецъ, въ саиомъ общемъ случа11, когда геометрическая сушма 
вн'Ьшннхъ спл'ь не равна нулю и когда иЬтъ точки нулеваго момен- 
та, изменяется какъ движеп1е центра пнерц1ч, такъ и величина мо- 
мента количества движеник При этомъ, какъ это видно непосред- 
ственно изъ (57), измЬнен1е момента количества движен1я, около лю- 
баго начала ^., будетъ равно сулмЬ нзл'Ьнен!!! момента около центра 
иперЦ1И и момента количества движен1я самаго центра инерц!и около 
А. Эти пзиЪпен1я могутъ быть представлены, какъ результатъ д4н- 
СТВ1Я Некоторой силы, приложенной къ пентру инерц1и и пЬвотороЙ 
пары. 

РазсмотрЪнныя выше дЬйств!;! внЬшнихъ силъ на систему му- 
тер1альныхъ точекъ ведутъ нась къ болЬе точному цредставлетю о 
матер1альной точк11, связанной съ олредЬленною массою, накъ О' 
центр* инерц1и этой массы. Д-^Йствительно, им-Ья въ виду ц;(Сл1^до- 
вать только нзм4аен1Я движен1я массы, одинак1Я для всЪхъ ел то- 
чекъ, мы вполн'Ь опред'Ьлимъ эти изм'Ьнен1я, нзслЪдуя движен1е ея 
центра инерц1и; а это нослЬднее определяется величиною и наира- 
влен1емъ силъ, Д'ЬЙствующнхъ на массу извнЬ, независимо отъ ихъ 
точекъ цриложен1Я, всл'Едств1е чего мы можемъ въ данномъ случае 
разсмагрявать вс* эти силы приложенными къ одной матер1альной 
точке, въ которой сосредоточена вея масса системы, т, е. къ цен- 
тру инерц1И. Представляя матер1альнук1 систему, какъ состоящую 
нзъ матер1альныхъ точекъ, иы разсиатриваеиъ большее пли меньшее 
число центровъ инерц1и новыхъ иатер1альныхъ систеиъ, на которыя 
подразд'Ьляеиъ старую. Такое подраздЪлен1е мы ведемъ до тЪхъ норъ 
пока не остановимся на такихъ системахъ, движен1е которыхъ около 
ихъ соотвЬтственныхъ центровъ инерц1и мы не можетъ опредЬлпть, 
или не счйтаемъ нужныиъ опредЬлать, для рЬи1ен1я соотвЬтствую- 
щей задачи. 
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^6. Работа силы. 

Если точва приложен1я силы движется, то та часть силы, ко- 
торая направлена по одной прямой съ лерем'Ьщен1емъ ея точки пра- 
ложсн1я, производит'!, работу. Работа силы измеряется произведе- 
Н1ем'ь нзъ длины пути, пройденнаго точкою приложен1я силы и ве- 
личины силы, совпадающей съ направлен1емг этого пути. 

Вообще направлен1и силы и движен1я ея точки пр11ложен1я не 
совпадаютъ другъ съ другомъ. Такъ, при всякомъ криволинейномъ 
движен1И направлен1я ускореН1и, т. е. силы, н скорости, т. е. эле- 
мента пути движущейся точки, различны. Точно также и въ случаь 
пряиолинейнаго движения направлен1я движеН1я и разсматриваеиой 
<:нлы ногутъ не совпадать другъ съ другоиъ, если эта последняя 
во все время движенья уравновешивается другою силою ей равною 
н противоположною. Следовательно, чтобы определить величину ра- 
(|Оты, соответствующей даннояу ]|еремещен1ю, нужно найти часть 
силы, совпадающую съ перемещеи1емъ. Эта последняя представляется 
очевидно тою мзъ двухъ взаимно перпенднкулярныхъ слагающих'1, 
данной силы, которая совпадаетъ съ переиещен1еиъ (св. § 5], и 
Йудетъ следовательно ортогональнымъ проложен1емъ силы на пере- 
м*щен1е. Итакъ, если Р ч з суть величины данной силы и пряио- 
лннейнаго перемещен1я ея точки приложен1я, а а — уголъ яежду на- 
правлен1ями упомяпутыхъ велнчянъ, то работа Ь, соответствующая 
перемещен1Ю 8, буаетъ 

1, = ^■.соза.з, (ОО) 

и следовательно выразится произведен1емъ: или изъ проложеН1Я 
силы на!!еремещен1е и величины перемещен! я, или 
изъ проложен1я перемещения на силу и величины 
сил ы. 

Если сила направлена перпендикулярно къ данному перемеще- 
нию, то работа ея при этомъ перемешен1п равна нулю; если напра- 
влен1а силы ^^ 11еремещеН1Я образуютъ тупой уголъ, то соответствую- 
7дая работа отрицательная, ибо косинусъ тусаго угла отрицатель- 
ный. Но съ другой стороны сила, периендивулярная къ данному яа- 
правлен!Ю или ему прямо противоположная не можстъ обусловливать 
въ этомъ направленп! перемешен1Я, т. е. положительнаго прираще- 
ния скорости. Следовательно, если работа силы для даннаго переие- 
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щ*:и1я равна пулю или отрицательная, то соотв'Ьтетвующее. перем*- 
щек1е вызвано не этою силою. Такъ напризсЬръ, при равномЪрноза- 
ведлительномъ движен1И работа замедляющей силы отрицательная, и 
перем4щеи1в движущейся точки обусловлено не силою, д'Ьйствуюшею 
противъ этого перем'Ьщетя, но первоначальною скорост1Ю', при рав- 
номЪрномъ дЕижен1и по кругу работа центростремительной силы рав- 
на нулю, и перем1;ще!11е точки по кругу обусловлено первоначальною 
скорост1Ю ПО касательной, п т. и. 

Если Еъ данной точк* приложено несколько силъ Р, , 1^^ . . . Г„ . 
направлсн1я которыхъ обраауютъ углы а^ , а^.-.а^ съ лсрел'Ьще- 
Н1енъ 8 точки, то сумма работъ зтихъ силъ будетъ 

^=т.(Р^со5а^^^ Г^со8 11,,-^- ■ ■^'„С05а„)8. (61) 

Но величина въ свобкахъ, выражая сумму проложен1Й данныхъ силъ 
на лин1ю *, представляетъ (§ 4} проложен1е на туже лик1ю ихъ 
равнод'ЬЙствуюшей; т. с. если ^^будетъ зта равподЬйствующая и а— ея 
уголъ С'ь 8, то 

(^^1 С08 «1 -^ ^^^ еов «^ 4- . ■ - 1",, С(1В Кп) 8 = ^^ . со8 а . 5 . (62) 

Следовательно, алгебрам ческая сумма работъ данных ъ силъ, 
приложенныхъ к'ь дайной точк4, равна работе ихъ 
равнодействующей. Точно также, если 5,, 5^ . . . 8„ суть сла- 
гающ1н даннаго перем-Ьщсн1я по какпнъ нибудь п направлен1ямъ, то, 
обозначая черезъ а^, «;,..углы ;->тих'ь паправлен1Й съ гнлою Ъ'. 
иы пм'Ьемъ 

5 СОЗ а =- «5 С08 «1 + 8; сов Й^ + - ■ ■ 8п С(15 «„ , 

ибо проложен1е к на какое нибудь направлеа1е равно сулиГ. проло- 
жен1Й на тоже направлен1е составляющнхъ отъ 8. Следовательно: 

7^ СОЗ а. 8 = ^*'с()ЗЙ1 .8^ + ^^соаа^.8^ + ■ ■ . Рс05а„. 8„, (62') 
т. е. алгебраическая сумма работъ, выполнеыныхъ дан- 
ною силою при различныхъ перем'Ёщенгяхъ ея точки 
приложения, равна работе той-же силы нрн результи- 
рующем ъ н е р е м е щ е п И!. 

Если точка приложек1я сн.ш движется криволинейно, то работа 
силы на данномъ отрезке кривой будетъ равна сумме работъ на 
прямолинейных!, элсментахъ, изъ которыхъ этотъ отрезокъ составленъ. 
При этомъ величина и на11равлсн1е силы на разныхъ ялевентахъ мо- 
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гутъ быть различны; но самые элсментм должны 5ыть выбраны на 
4^тол[>ко Ш1ЛЫНИ, что для каждаго иаъ ннхъ величина н направлрн1е 
силы могутъ быть разсматрнваемы, какъ ниизм'Ённыя. Следовательно, 
если Р, (1в и а представляютъ силу на данномъ элементе кривой, 
длину элемента и уголъ между Р и 5, то работа на даиноиъ отрЪзк'Ь 
кривой выразится алгебраической суммой 



X --=: > ?" . С1,з а . Й8 , (63) 



! 



■Л' 



въ которой оудетъ столько слагающихь, сколько элементовъ длины 
<?8 укладывается въ данномъ отрЪзкЬ кривой. 

Каждая элементарная работа ^'соз а . йё можетъ быть выражена 
площадью прямоугольника, основаще котораго равно длинЪ элемента 
Й8, а высота — силе ^"«08 а, действующей въ направлен111 этого по- 
€Л'Ёдняго. Сумма подобныхъ элементарныхъ площа;1ей выразитъ всю 
работу Ь въ форм. (63), и представитъ площадь, между прямою АВ 
(рис. 58), длияа которой равна длике отрЬзка 8, и кривою й6, пред- 
ставляющею законъ пзмЪнеЯ1я 
тангенц1альной силы по раз- 
личным!, элементамъ. За основа- 
ния элементарныхъ прамоуголь- 
йиковъ мы можемъ брать вели- 
^'"^' ^^'^ чины (/з.сойа, т. е. проложен!Я 

элементовъ пути на силу, а за высоты Р. Тогда работа 1, выразится 
площадью, между прямою АВ\ вообще другой длины ч1.мъ АВ, и 
кривою а'Ь\ отличною отъ аЬ\ но эта площадь очевидно должна быть 
равновелика первой, ибо обЪ он* изм^ряготъ одну и туже величину 
X и составлены изъ одипаковаго числа равновеликихъ злементар- 
ныхъ площадей. 

Работа мгновенной силы выразится также произведен1ЯМИ (ОО) 
или (63), гдЪ каждое перем'Ьщен1е ^8 будетъ представлять ту длину, 
на которую точка приложен1я мгновенной силы передвинута въ те- 
чен1И времени I действ1н этой силы. Обозначая импульсъ силы Р 
черезъ ^. мы нм'1'.емъ 

^ =:--: ЪЧ и 1 = =7"соз а у- ■ (63') 

Аз 
Такъ какъ время ( безконечно мало, то отношен1с -г можетъ быть 

конечною величиною, к следовательно, работа мгновенной силы, при 
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безконечно маломъ псрем'Ьщен1и (!Я точки ирй.110Я!е.н1Я, можетъ быть, 
конечною. 

Единица раооты выполняется, когда точка приложен1я, единицы 
силы, т. е. дины, перемещается на единицу длины, т. е, на одннъ 
центиметръ, въ направлешн этой силы. Такинъ образомъ определен- 
ная единица работы носитъ назвэн1е — эргъ. Очевидно, что эргъ, 
будучи выраженъ въ основныхъ единицэхъ длины, врсшени и магсы, 
представится въ слЪдующемъ вид'Ь; 

грам. цен.^ 
эргъ = дин. цет. ^=-- — , Г64> 

т. е. 

эргъ ;= грам. (един, скорости)^. (64'} 

откуда видимъ, что работа всегда представляется кэкъ некоторая 
масса, умноженная па квадратъ некоторой скорости. 

Заметимъ. что вообще всякая величина, выражающая произведен1е 
нзъ силы и длины, какъ напримЬръ мокентъ силы, измеряется единица- 
ми, составленными нзъ процзведрн1я дина, цент, и однородными съ эр- 
гомъ^ но очевидно, так1И величины не всегда пудутъ представлять 
некоторую совершенную работу. Однако всегда можно себе предста- 
вить такую работу, которая, будучи совершена, выразится упомяну- 
тою величиною. Такъ наприлеръ, представииъ себе некоторую силу 
^', обусловливающую некоторый моментъ въ М ед. момент.; пусть 
4 будетъ разстоян1е точки ириложен1я силы отъ начала момента н 
пусть -?" будетъ перпендикулярна въ (I. Тогда 

М сд. мом. = ^^ . й дин, цент. 
Если теперь точка приложен1я силы Р опншетъ около начала мо- 
мента дугу круга въ угл'1. равнонъ единице, и во все время этого 
перемещения Р будетъ оставаться перпендикулярна въ (1, то со- 
товететвующая работа будетъ очевидно 

Р.^ дин, цент. =^ Жэрг. 

§ 27* Общее услов!е равнов^с!» силъ, д^йствующихъ на сво- 
бодную или несвободную точку. 

Силы, действующ1я на одну или несколько матер1альныхъ то- 
чевъ, свободныхъ или несвободныхъ, тогда находятся въ равно- 
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Е'11('Лн, когда НС могутъ обусловливать такнхъ перен*щен1Й точекъ, 
как1Я для нихъ возможны. Такое онредБлен1е равновЪс1(1 не исвлю- 
чаетъ очевидно возможности, для каждой нзъ взаимно уравновеши- 
вающихся си.1ъ въ отдельности, производить то или другое нзъ воз- 
можиыхъ перем'Ьщен1й точки или системы, ибо только совокупное 
дЪйств1е силъ обусловливаетъ ихъ равнов*с1е, которому каждая сила 
отдельно можетъ и не удовлетворять. Система, находящаяся подъ 
д'Е,Йств1емъ взаимноуравновЪшивающихся силъ, можетъ вообще нахо- 
диться въ покоЪ или какомъ угодно движен1и; но въ этомъ послЪд- 
пемъ случаЪ соотвЪтствующ1Я ускорен1я будутъ обусловливаться не 
взаинноуравновешиваюшинися силами, а какими либо другими. 

Если ма1ер1альная точка совершенно свободна, то всякая снла 
къ ней приложенная обусловитъ некоторое изм1;нен1е движен1н, что 
слЪдуетъ изъ саиаго оиределеигн силы. Следовательно несколько 
силъ, приложенныхъ къ одной матер1альной точке, тогда взаимно 
уравновешиваются, когда ихъ равнодействующая, т. е. геометриче- 
ская сумма, равна нулю. Тоже самое уелов!е можно выразить дру- 
гими словами, утверждая, что сумма работъ взаимпоуравновешиваю- 
щкхся силъ, приложенныхъ къ одной свободной точке, будетъ равна 
нулю при всехъ возможныхъ перемещен1яхъ, которыя мы можемъ 
приписать свободной точке. Действительно, упомянутая сумка работъ 
будетъ всегда равна работе равнодействующей; а -чта последняя 
равна нулю. 

Если матер1альная точка будетъ не свободна, т. е. если она 
заранее не будетъ иметь возможности перемещаться по некото- 
рымъ направле1!1янъ, то силы, на нее действующая, будутъ и по- 
давно уравновешивать другъ друга, если вышеизложенное усло- 
в1е удовлетворяется, т. е. если равнодействующая этихъ еплъ 
равна нулю. Но очевидно, это условие не есть необходимое, ибо 
точка будетъ въ положен)!! равновес1я, когда равнодействующа;! къ 
ней приложенныхъ силъ и не равна нулю, но направлена въ ту сто- 
рону, куда точка не можетъ перемещаться, будучи по условш не- 
свободна. 

Ограничен1е свободы перемещений матер1альной точки мы мо- 
жемъ себе представить въ следующихъ видахъ: 1) точка не можетъ 
оставить некоторую поверхность, или некоторую лин1ю; т. е. можетъ 
перемещаться только по данной поверхности, или лннш (другими сло- 
вами, по двумъ поверхностямъ заразъ): 2) точка не можетъ перейти 
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на другую сторону ;[анной поверхнистн или двухъ, или трехъ в.чаим- 
нопересЁкающихся поверхностей; т. е. точка ыожетъ перемещаться 
по данной поверхности, но иожетъ ее оставить только въ одну сторону 
отъ нея, или можетъ оставить поверхность, только перейдя на другую 
поверхность или лин1Ю. Въ первонъ случае, если точка, будучи по- 
мещена на данноиъ элементЬ поверхности или лин1и, не можетъ оста- 
вить этого элемента, и перемещается только вдоль по нему, мы заклю- 
чаемъ, что точка не можетъ перемещаться относительно той плоско- 
сти или прямой ЛИН111, беукопечно малыми частями которыхъ мы се- 
бе представляем], элементъ поверхности или лин1И. Невозможность 
же перемещены относительно идоскости или лин1и соответствуетъ, 
какъ было объяснено ъъ § 5, невозможности лвижен1я по перпенди- 
куляру къ той или другой. Следовательно, если равнодействующая 
силъ, приложепныхъ къ данной материальной точке, нэпраилена въ 

ту или другую сторону вдоль по нормали къ П0ВерХН0СТ1Е или ЛИП1И, 

съ которыхъ точка не можетъ сходить прочь, то эта равнодействую- 
щая не будетъ въ еостояи1н произвести ни одного изъ воуможныхъ 
для точки перемещен1П, ибо ати последн1я будутъ перпендикулярны 
къ упомянутой равнодействующей; а этого достаточно для удовле- 
творен1я условна равновесия. Для каждаго элемента поверхности или 
ЛИН111 наиравлен1е равнодействующей будетъ различно, и следователь- 
но данная сила, удовлетворяющая усло1ию равновес1Я на одномъ эле- 
менте, не будетъ ему удовлетворять на другомъ, если ея направле- 
ние не изменится. Но въ различпыхъ безконечно другъ къ другу 
близкихъ точкахъ одного и того-же поверхностнаго пли линейнаго 
элемента одна и таже сила оудетъ выполнять услов1н равновесия, 
ибо все точии такого элемента принадлежатъ одной н той-же пло- 
скости или прямой лин1и, перпендикуляры къ которымъ не ме[[;1ттъ 
своего направлен1я. 

Если иатср1альная точка, находящаяся при уиомянутомъ усло- 
В1и въ равновесп! на каконъ нибудь плоскомъ или линейномъ эле- 
менте, будетъ передвинута вдоль соответствующей поверхноетп пли 
лин1и безъ парушен1Я равновес1Я, т. е. если во время перемещеП1я 
сила оудетъ оставаться перпендикулярною къ соответствующикъ 
элементамъ, то работа силы будетъ очевидно равна нулю. Но если 
точка будетъ передвинута безконечно мало, то она не выйдетъ изъ 
соответствующаго элемента и будетъ оставаться въ услов|яхъ рав- 
новес1я. Следовательно, услов1е равновес1я точки на како>гь нибудь 
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элементе поверхности или лии111, которыхъ точка не можетъ поки- 
нуть, будетъ состоять въ томъ, что работа силы, дЬйствующеЙ на 
точку, будетъ равна нулю при всякоиъ возможноиъ безвонечно ма- 
ломъ перем-Ьщенп! точки. 

Если точка можетъ иерем'Ьщаться вдоль по поверхности и въ 
одну сторону отъ этой последней, то она останется въ равновЪС111, 
если сйла, къ ней приложенная, будетъ направлена по нормали къ 
поверхности, и притомъ— въ сторону противоположную той, по кото- 
рой точка можетъ покинуть поверхность. Услов1е равнов'Ьс1я при 
этомъ, но отношен1ю къ возможной работ!;, выразится т11мъ, что при 
всякоиъ возможномъ перем'Ьщен1и точки работа силы къ ней прило- 
же!1П0П будетъ равна нулю (когда возможное перем1.шен1е идетъ по 
поверхности перпендикулярно къ сил*) или будетъ отрицательная 
(когда возможное перемЬшен1е идетъ прочь отъ поверхности, и стало 
быть, нодъ тупымъ угломъ къ еил'Ь). 

Разобранные выше частные случаи равнов'Ьс^я свободной иди 
несвободной точки уясняютъ наяъ следующее общее заключен1е от- 
носительно услов1Й равновЪс1я иатер1альной точки. Еелй силы, дЪй- 
ствующ1п на материальную точку, взаимно уравновешиваются, то ихъ 
равнодЬЙствующая не можетъ произвести ни одного изъ возможныхъ 
для точки перен'Ьщен1й. Сл'Ьдовательно, если мы представимъ себЪ 
какое либо пзъ такнхъ перемЬшен1й совершпвшпися, то работа рав- 
нодействующей, или сумма работъ слагагошихъ, не можетъ при этомъ 
быть положительною, ибо упомянутое перемещение обусловливается 
не данными силами. Всякое возможное перемещен1е должно быть вы- 
бираемо при зтомъ такимъ образогь, чтобы на его протяжеп1П ве- 
личина и направлен1е разсматриваемыхъ силъ не изменялись- сле- 
довательно вообще перемЬще!!!е должно быть выбрано безконечно 
малымъ. Итакъ, силы, действующая на свободную или не- 
свободную материальную точку, будутъ въ равное е- 
{■1п, если, при всякомъ возможномъ безконечно ма- 
ломъ перемещен1И точки изъ еа даниаго но ложен! я. 
работа упомянутыхъ сплъ будетъ равна нулю или от- 
рицательной величине, 

Обозначимъ черезъ Л, /а... Л силы. дЁйствуюш1Я па данную 
материальную точку, и черезъ §8 — одно изъ произвольно выбранпыхъ 
возможныхъ безконечно «алыхъ неремещен1Й точки. Тогда вышеупо- 
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мянутое \т,лов1е равновЬсш выразитгн рядоиъ такихъ (',оотношен1й; 

[/^С0В(58^^) + [^<:О&(08,^^ ■ ■ ■ ■[„СО5{_03,[„)]Зз^0, (65) 

или короче: 

(65)' 

который должны сущеогвоЕэть цля каждаго изъ возможныхъ для 
точки перем'Ёщев1й й«; или другими ['.ловами, неравенство (65) долж- 
но оыть удовлетворено любымъ изъ возможныхъ перем11щен1й 55. 

Такъ какъ величина и налравлев1е каждой силы (какъ вообще 
всякаго вектора) виолв'Ё определяются тремя составляющими по 
тремъ даннынъ осяиъ воординатъ, то и усдов1е равновЬс^я силъ, 
определяя эти посл4дн1Я, должно давать соотношеН1е между ихъ со- 
ставляющими по даннымъ осямъ. Пусть Х^, Х^- .-Х^ будутъ соста- 

вдяющ1я силъ по оси X — о)!ъ и Г,, У^ У„, 21,2!^. . .2„ — по 

двумъ другимъ осямъ; пусть Вх, су, 5г будутъ продоя{ен1Я на соот- 
вйтствугоция оси какого нибудь возможнаго переы'Ьшенп! точки; тогда 
работа силы Х^ при эюыъ перез1'Ьщен1И, равная произведек1ю изъ 
силы и проложен1а перемЪщенхя на силу, будетъ очевидно Х1 5зг, и т. д. 
Такъ какъ работа равнодействующей равна алгебраической сунн'Ь 
работъ слагающихъ, то услов1е (65) выразится черезъ 
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(66)' 

гдЬ суыиы, какъ и нъ (65)', берутся алгебраически. Давая всличк- 
навъ ох,0!/,Зг различный по.южнтельныя и отрицательныл значе- 
н1я, мы очевидно можемъ перепробовать всЬ возиожныя для разсла- 
триваемоЯ точки перем'Ьщен1я. 

Если точка свободна, т. е. если для нея всЬ пере1гЬщен1Я воз- 
можны, то условие (66)' можетъ существовать только въ вид! ра- 
венства. Действительно, если для н^которыхъ величикъ 5ж, 5у, ки- 
левая часть (66)' д'Ьлается отрицательною, то для тЬхъ-же величинъ, 
но съ обратными знаками, которыя тоже возможны, она делается 
положительною. Сл'Едокательно условте въ виде неравенства можетъ 
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существовать только тогда, когда возможное для точки перем'Ьщен1е есть 
такого рода, что его проложен1я не могутъ одновременно мЪнять своего 
знака, т. е. когда вмЪстЬ оъ даннымъ перен'Ьщен!емъ не воуможно 
ему прямо противоположное. Возвращаясь къ случаю свободной точ- 
ки, мы видимъ, что сумма трехъ произвольпыхъ и незавпсящихъ 
другъ отъ друга величинъ, хотя и безконечно малыхъ, тогда Йудетъ 
равна нулю, когда каждый членъ суммы отдельно равенъ нулю, 
т. е. когда 

ибо сами ^х, ^1/. 05 всегда быть равными нулю очевидно не могутъ. 
Тавимъ образомъ приходимъ къ нзвЪстнолу уже намъ услов1ю рав- 
нов*С1я свободной точки. 

Если точка не можетъ сойти съ плоскости, то представляя себЪ 
оси координатъ такимъ образомъ, чтобы ось ^ — овъ была перпенди- 
кулярна къ плоскости, оудемъ вв'Ьть всегда 8г = 0, а г,л11ДОвательно 
(22')ог=0, какова бы ни была "^2: услов1е же (66)' обратится въ 

при чемъ, такъ кавъ движен1е въ плоскости возможно во всЬ стороны, 
то их и ор, будучи пронзвольиы, могутъ быть вм'ЬстЪ отрицательны 
и положительны; поэтому условие можетъ существовать только въ видЪ 
равенства, и каждый члепъ суммы должепъ обращаться въ нуль: т. е. 
должно быть; 

2;Х=0 и 1,У=<), 
откуда видимъ, что точка будетъ въ равновЁс1п, когда на нее д'Ьй- 
ствуетъ какая нибудь сила 1,2, перпендикулярная въ плоскости сво- 
бодныхъ пере)1Ьщен1й. 

Прсдположимъ, что, при томъ же выбор!; осей координатъ, точ- 
ка можетъ оставить свою плоскость, по только— въ сторону положи- 
тельнаго направлен1я оси г'— овъ, при чемъ въ самой плоскости она 
можетъ перемещаться во всЪ стороны. Этому предположен1ю будетъ 
соответствовать очевидно услов1е, что 3^ можетъ быть только поло- 
жктельным'ь, а Зх п о?/ могутъ быть как1я угодно, независимо другъ отъ 
друга и отъ ёг. 'Гакъ какъ пере)14щен1е ёг=--0 есть одно пзъ воз- 
можныхъ, то должно между прочимъ оправдываться услов1е 
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которое, какъ прежде, при совершевпой произвольности 5ж и су, при- 
водит!, къ заключенш, что 1,Х^0 и 2Г=0. вслЕд1'тв1е чего ((1(1)' 
обращается въ 

гд-Ь &г- иожетъ быть только положительным!, (или нулемъ). Сл-Ьдо- 
вательно 



т. е. точка будетъ въ равновгс1п иодъ д'Ёйств1емъ силы, перпенди- 
кулярной къ плоскости ея возможныхъ перемещен]!! и направленной 
въ ту сторону, въ которую точка не можетъ сойти съ плоскости. 

Если точка не можетъ сойти съ данной лп1пп, которую мы мо- 
жемъ выбрать за ось 2— овъ, то сх~0 и о!/ = 0; сл1;довательн1) 
услов1е (66)' обращается въ Ъ2.^г==^0, пли по произвольности 5г 
въ 22' = 0. При этомъ очевидно, "Е-Х и ЪУ яогутъ быть как1я угодно. 



§ 1^8. Общее услов1е равнов^С1я свободной или несвободной 
системы связанныхъ между собою матер1альныхъ точенъ. 

Точки системы связаны другъ съ другоаъ, когда одно изъ 
перем'ЬщеН1Й какой либо изъ этихъ точекъ влечетъ за собою необ- 
ходимо перем-Ьщен1Я другихъ. Но зто опред11лен1е связности системы 
вообще не псключаетъ возможности существован1Я для данной точки 
такого перем'Ьшен1Я, при которомъ остальныя точки, вс1Ь или нЪко- 
торыа, останутся на своихъ прежнихъ м'Ьстахъ. Большее пли мень- 
шее число такяхъ перем4щен1й точекъ спстевы, при которыхъ одни 
пер.едвнжен1я необходимо вызываютъ друг1я, обусловлпваетъ большую 
или меньшую степень связности системы. 

Система будетъ въ равнов'Ьс1н, если про каждую ел точку мы 
ыожемъ сказать, что равнодЪйствующаа къ ней приложенныхъ снлъ 
не направлена ни по одному изъ возможныхъ для точки перенЬше- 
Н1Й. Трудность опред'11лен|я случаевъ, когда вышесказанное услов1е 
осуществляется, заключается въ томъ, что равнодействующая силъ, 
дЪйствующпхъ на данную точку системы, определяется не однЬми 
только данпы.чк силами, приложенными непосредстионно къ этой 



уСоо^к 



§ 28 Глава II, Псиицнпы Динамики 157 

точ»Ъ, но и силами, приложенными къ другимъ точкам!, системы, 
связанвымъ съ первою. Таким!, обрэзомъ мы должны прежде всего 
мзсл'Ьдовать, кав!^ силы прибавляются къ данкимъ непосредствеано 
пряложеннымъ къ точки силамъ, — ^прибавляются всл'Ьдств1е дЪйствтя 
силъ на друг]Я точки, связапныя ст. первою. Услов1я связности 
системы должны быть при этоиъ даны вполнЬ; т. е. мы должны 
знать, как1я перея4шен1н точекъ системы изъ ея ,цаннаго положен1я 
обусловливаются каждымъ пзъ возможных'!. перемЬщен1й любой ея 

точки ЕЪ ОТДЕЛЬНОСТИ. 

Представимъ себ! силу, приложенную къ данной точкЬ Л си- 
стемы по одному пзъ ея возножныхъ перемещен!!! За. Бъ такомъ 
случа-Ь упомянутое перея'Ьщен1е будетъ имЪть мЪсто, и вызоветъ со- 
бою еще перемещен!.! ^з,,^^^... и т. д. н^которыхъ другихъ то- 
чекъ Д С В и т. д. системы, нанравлен1е и величину которыхъ 
мы можемъ определить но направлен1ю и величин! ^я,, на основа- 
н1в данныхъ заранЬе условий связности системы. Но такъ какч. тЬже 
самыя перем1;щен1Я остальныхъ точекъ могли бы быть вызваны не- 
посредственно силами, приложенными къ каждой пзъ нпхъ вдоль по 
упомянутымъ переиЪщен1ЯМЪ, то заключаемъ, что сила, приложенная 
въ даниой точк* системы вдоль по одному иат. ея возможныхъ пе- 
рем11щен1Й, дЪиствуетъ на друг1Я точки той-жс системы такъ, кавъ 
рядъ силъ, приложенныхъ къ этииъ точкамъ вдоль по тЪмъ изъ ихъ 
возможныхъ перемЪ1цен1й, совм'Ьстное существован1е которыхъ съ 
первывъ вызывается услов1ями системы, Къ точкамъ Б, С, В и т. д. 
мы можеиъ приложить силы, направлешшя противоположно иереи*- 
щев1яиъ ^з^.^Яд-.-и т, д., вызваннымъ перем4щен1еиъ ёз,^. Тогда 
при опред'Еленномъ выбор'Ь величины упомянутыхъ силъ можетт. слу- 
читься, что возможность перем'1;щен1Й ^52,^83... и т. д. не будетъ 
уже им1.ть м'Ьста, т. е. что вновь приложенный силы уравновЪсятъ 
силу, д1-.йствующую на А. Такое заключение очевидно останется при 
своемъ значен1и не зависимо отъ того, будутъ ли перем'Ьщешя Зя^, 
055, (?8д,. .. единственно возможными для системы, или рядомъ съ 
ними будетъ существовать возможность для другихъ перем'Ьщен1й, 
которыя вызовутся другими силами. Равнов'Ьс1е вышеупомянутыхъ 
силъ следовательно не нарушится, если мы, увеличивъ степень связ- 
ности системы, сделаеаъ перем'ЬщеН1Я (551,55,... единственно для 
нея возможными. Изменяя величину силы, приложенной къ точке А 
п(1 направлен1ю о»,, мы должны изменить и величину уравпопЬши- 
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Бающихся снлъ, прнложенныхъ къ другилъ точкамъ обратно перем*- 
щен1;1)1Ъ 05^,553 ][ т.д., но очевидно не на11равлен1я этнхъ силъ, ибо 
направл(1н1я перем-Ьшен!!! 58],^5з...не зависать оп. величины про- 
изводящихъ ихъ силъ. 

Предноложимъ теперь, что къ точк-Ь Л приложена некоторая 
сила, направленная перпендикулярно къ ея возможному перемещению 
1?81. Въ такомъ случае упомянутая с»ла не произведегь этого пере- 
«'Ьщен1Я и не вызоветъ следовательно также нерем-ЬщеН!Й ^Яд. ^з^ .. . 
другихъ точекъ; т. е, сила, приложенная къ точкЪ А, въ данноиъ 
случае будетъ действовать на друг1я точки системы В, С\ I) и т. д. 
такиы'ь же ооразомт., какъ рядъ силъ, ириложенныхъ непосредствен- 
но къ этнмъ точкамъ и направленнымъ вообще подъ прямыми или 
тупыми углами къ ихъ возиожнымъ перемещен^ямъ 05^,^53.... Но 
подъ тупыми углами эти силы не яогутъ действовать, ибо разлагая 
каждую изъ нмхъ на две, такъ чтобы одне изъ ихъ составляющихъ 
были перпендикулярны къ соответствующимъ возиожнымъ неремеще- 
Н!ямъ 55д,58з и т. д., а друг1я ииъ прямо противоположны, ны 
найдемъ, что эти последн1я или должны быть уравновешены силою, 
приложенною къ ^ вдоль по перемещен1ю йя,, чего мы не предпола- 
гаемъ, или должны вызвать это перемещен1е, чего мы тоже не предиола- 
гаенъ, ибо сила, действующая на Л, перпендикулярна къ 0З1. Итакъ 
силы, приложенныя къ одной точке системы, перпендикулярно къ 
какому нибудь изъ ея возможныхъ перемещеН1Й, могутъ быть заме- 
нены, по отношеН1ю къ другимъ точкамъ, только силами, направлен- 
ными перпендикулярно же къ темъ изъ возможныхъ неремещешй 
этихъ точекъ, которыя вызываются, по услов1ямъ системы, выше- 
упоиянутымъ перемещен1емъ первой точки. Если следовательно пере- 
иещ|;н1я 08,, (^я^. . .5з„ темъ не менее будутъ какъ либо произведе- 
ны, то работа каждой изъ упомянутыхъ прежде силъ будетъ при 
этомъ равна нулю. 

Предположиыъ теперь, что на точки 1, 2, 3...» данной си- 
стемы действуютъ силы Ъ'^ , Р^ . . . Ро , и разыщевъ общее условие 
равновее1я этнхъ силъ. Для этого, какъ мы видели выше, нужно 
разсмотреть равновес1е каждой точки системы, принимая во внима- 
Н1е кроме силъ, непосредственно къ этимъ точкамъ ириложенныхъ, 
еще силы, обусловливаемый другими точками системы. Итакъ, обра- 
тимся сперва къ услов1ямъ равновес1я точки 1, на которую, кроме 
силы 2^1, действуютъ еще силы, обусловленный силами К^, 1"^. . . 1^„. 
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приложенными къ друшмъ точкамъ. Силы такого рода, приложенный 
къ точкЪ 1, мы обозначииъ соотв'Ьтственно черезъ /'а,/'з...Д, гд* 
Д ооусловливается силою ^''^ , я т, д. Пусть 58( будетъ одно изъ воз- 
можныхъ перем-Ьщешй точки 1; тогда одно изъ условШ еа раваовЪ- 
пн будстъ въ томъ, чтобы 

[^',сой(^',,г51) + Асоз(/:,,051)Ч- . . -/■„ео8{/'„,^8,)]58, = 0, (67) 

нричемъ такихъ услов1Й будетъ столько, сколько для разсматривае- 
МОП точки существуетъ возможныхъ перемЪшеН1Й. 

Рядомъ съ данною системою вообразимъ еще новую систему 
совершенно свободныхъ п — 1 точекъ: 2', Ь'...п'. Каждую изъ этихъ 
точекъ соединимъ нерастяжнмымп к несгибаемыми прямыми лин1Я1ни 
/г,^з,..Л„ соответственно съ точками 2, 3 п; съ другой сторо- 
ны, т-Ьже точки 2', 3'. ..и' соединимъ такими же нерастяжияыии и 
несгибаемыми иитями 1^'1з'...1„' съ одною и тою же точкою 1. Точки 
вспомогательной систелы можемъ всегда выбрать такъ, чтобы лин1и 
^^,^^..■Iп не были соответственно перпендикулярны къ направлеи1яяъ 
пере)1'Ьп1ен1П ^я^ , «^Яд . . . ^Зд , обусловленныхъ перем'11щен1емъ й?!, иди 
одна мзълин1Й /^', ?э',. ./„' не была бы перпендикулярна въ (?51. Такъ 
какъ всЬ лиши I и /' не пзмТ.няютъ своей длины, то оба конца каждой 
изъ этихъ ЛИН1Й могутъ перемешаться только такимъ образомъ, чтобы 
слагающ1я этихъ переиЪщешй вдоль по самымъ лин1ямъ были одинако- 
вы, ибо упомянутый слугающ1я, будучи разной величины, обусловили бы 
изменен!? длины лип1Й. Следовательно, если мы назовемъ черезъ оа^, 
1?Сз . . . ^Тп и т. п. перемещен!я точекъ 2', 3', . .я', который вызываются 
перемещен1ями ^5^ , ^вд . . . «Ззп , то проложен1я Зз.^ и Зо^ , |55д и ^а, , . . ^8^ к 
^<г„ на соотв'Втетвуюш1ялвшн /г > ^з ■ ■ - 'п ^УДУТ'ь попарно равны, т. е. 

(?5з соз Сгд,|?8з) = 5сз е08 (1^Мз) > (68) 



08,1СОЫ(^П1^3п) = 5Спе08(7п,оаи) . 

Точно также неизменность длины ли1Пй I' влечетъ за собою услов1е, 
чтобы проложен1я иереиещен|й ^85 и Йо;, (?81 и З'-Тд ■ - . 1^81 и о^п на 
соответственныя лин|и 7^', 4'. . . /„' были попарно равны, т. е, чтобы 

^8^ сов (1^',^81) = (?Сз С08 (гз',5оз) , С(>9) 

58, сов ((„',581) :г- 0(7п еОЭ 0„\^Са) . 



уСоо^к 




160 Глава II. Принципы ДинАлики. § ^5 

Еромй того очевидно, что разсиатриваемыл 1[ерем1;шен|я ^а.^ ■ о'^я ■ ■ ■ ^'^п - 
будучи обусловлены только своиын составляющими с.оотвЬтственно 
по каждой пар-Ь лпН1Й I н I'. должны лежать въ плоскостяхъ этихъ 
лин1й. Следовательно, если иы обозначигь черезъ {1, 1) уголъ кежду 
двумя Л11Н1ЯМЙ / II ?', ТО ДОЛЖНЫ существовэть глЪдующ^я соотноше- 
н1я между углами (/,^С7), (1\§а) и (!,!') (рис. 59): 

(1,0!;) + {Г, 06)^.(1, Г) 
или 

(г,йс)--(г',С5) = ::1(г,П, 

смотря 1ш тому, лежнтъ ли са внутри или внЬ угла Щ'}. Такпмъ 
образомъвъ 2(и— 1) урави('Н1ЯХЪ (68) 
и (69) им^енг 2 (« — 1) неизвЬст- 
ныхъ. т. е. я— 1 перем'Ьщени §1 и 
я— 1 ихъ угловъ соответственно съ 
одною лзь ЛИН1Й / или ?'; слбдова- 
Р"«- 59. тельно величина и на11равлеН1е пере- 

м-Ьщен1й йб;, ^сг,. . . ос„ изъ этихъ уравнен|й определятся вполне. 
Прпбавлен1еиъ упомянутыхъ точекъ 2', 3'. ..и' ми не изменпм'ь 
УСЛ0В1Й равновЬс1я системы; т, е. если |[ерем'Ь1цен1п ^51 . , . 38„ не 
могли Гш1!. произведены безъ точекъ 2'. . . «', то они не будутъ про- 
изведены и еъ этими точками. Точно также мы не измЪнимъ равно- 
весия, если къ каждой паре точекъ 2 и 2', 3 и Ь'...-и и «' прило- 
жимъ ВДОЛЬ по лйн111М'Ь ^'^з'-'п соответственно равныя и проти- 
воположкыя силы -г Ра и — Р^ , + Рд и — Рз , ■ ■ ■ Н- Рп и — Р„ . 
Затемъ выберемъ величины силъ Р^, Рд . . .Рп, приложенныхъ къ точ- 
камъ '.^, З...Й, такъ, чтобы оне, слагаясь съ силами Р.^., В''^. . . Р„. 
давали равнодействующая, перпендикулярныя къ перемещеа1я)1Ъ о»^ , 
^5в...05п. Такой выборъ мы всегда можемъ сделать, если лин1и 1^, 
1^...!„ выбраны манн не въ направлен1И силъ Р^, Р^. . . Р„. Въ 
протпвноиъ же случае силы Р могутъ быть выбраны равными и 
противоположными силамъ Р; т. е., какъ-бы ни были направлены 
ЛИН1И I относительно силъ Р', мы выберемъ силы Р такъ, чтобы 
равнодействующ1я Р и Р не могли произвести перемешен1й въ ту 
или другую сторону вдоль по лин1ямъ ^З;, 08з ■ ■ - «^йп- Следовательно 
сумма работъ иоответствующихъ силъ Р и Р, при положитедьныхъ 
или отрицательныхъ перемещен1яхъ ^3;...08„, должна быть раина 
нулю: т. е.: 
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Р„ С08 (га,03з) ■ =«" + -^" С08 С-РщОвп) . 53п =; Й , 

При чемъ очевидно, всяк1е углы (До?) к (^,5з) равны, ибо напра- 
вления Р и I одинаковы по услов1ю. 

Теперь равнов'Ьс1е силъ, вдоль по псремЪщенш ^я^, не будетъ 
уже обусловлено только силами, приложенными къ точканъ 2, 3 , . . «, 
но и силами, приложенными къ точвамъ 2', 3'...«'. Другими сло- 
вами, видъ услов1я (67) равновЬс1Я точки 1 для перем'Ёщен1Я о^! 
изменится: къ силамъ /а, /'з . . ./,,, входящимъ въ это услов1е, теперь 
прибавятся нЪкоторыя силы р2,р^- ■ -р,,-. обусловливаемый силами 
Р^. . ,Рп, и скаыр^', р^.. .р^, ооусловливаемыя силами — Рд. — Р^ ,.. 
— Рп. Такпмъ образояъ услов1е (67) можетъ быть зам-^нено тожде- 
ственныиъ съ иимъ услов1емъ: 

^Р,С08С^',.|?81)+/; С08(/;,551)-Г ■ ■ ■ /;, С03(Д,0\,) 

+ ^>^ СОН 0)5,|?8,)-|- ■ ■ ■_)?„ С05(>„,081) (71) 

-!-^)2'со8(р2',08^)4- ■ - ■РпЧ^^5{рв■,^8{)\^^^^_^0 . 

ДМствительно, (71) отличается отъ (67) членами, которые равны 
нулю, ибо силы Р и — Р сами по себЪ не могутъ произвести ника- 
кпхъ лерем'ЬщеяШ системы; а следовательно возможная работа силъ ^^ 
и р\ пли обуслоБленныхъ, равна нулю. Но съ другой стороны, члены 

[/■,со8(/;,^5,)+. . ■/;со8(/;,,о\) 

выражен1я (71) представляютъ теперь работу силъ, обусловливаемыхъ 
равнодЬйствующими всякихъ силъ Ри Р, приложенныхъ къ точкамъ 2, 
3...й: а так'Ь какъ эти равнод'Ьйству1ош1я не могутъ произвести 
перем*щен1й вдоль ^з,, ^«з--'^^"- ^о следовательно он1' не могутъ 
обусловить перем*щен1Й въ ту или другую сторону вдоль по ^81; 
поэтому работа (72) должна быть раина нулю. Такимъ образомъ 
услов1е равнов1;С1я точки 1, вдоль переиЬщен1д (^к,, принпмастъ видъ: 
[Р'1Р08(Р,,й5,)+^»2'с08ОЛ'^^1)^- ■ • ■1'п'сон(^>'^5,)]5в1^0; (73) 
т. е. обусловливается только сплаип Р^,— Р^,,. — Р„. 

Равнов'Ьс1е системы не нарушится, если мы къ каждой пар! то- 
чекъ, 1 и 2', 1 и 3'. . . 1 1\ п\ ириложимъ вдоль по лин1ямъ /а', /д'. . ./'„ 
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соотвЬ'гственно равный и противоположная силы -\- ^^ и — (^.^, ^ (^^ в 
— ^3 ' - ■ - "Ь ^п и — ^п - Зат';Ь«ъ выберемъ силы — *1?2 , ■ . . — ^и , 
приложенныя къ точкамъ 2', 3'. . , я', такъ чтобы он*, слагаясь съ 
д1;йствующими уже тамъ силами —Р^, — Р^ , ■ . — Рщ давалн равно- 
действующая, перпендивулярныя къ перем'Ьщен1янъ с<7.^. Зс^. . .оа„., 
онред1;ляемымъ уравнен|ямн (68) }| (6У), т. с. такъ чтооы 

[— Сз СОЙ {1д'._8аз) — Р^ С08 Оз^^'^з)] =Ч = '^ ■ (74) 



[— д„ еов(/„',57„) — Р„ ео8(г„,об,0] ос, ^- О . 
Называл черезъ ^з'^з-'-^/п так1л силы, который, будучи приложены 
къ точи!; 1, нронзведутъ такое же изъ ея возможныхъ нер4!)г!;щеи1й 
какъ то, которое обусловятъ силы — ^2■■^ — ^11, мы ыожемъ зам!;- 
нить условие равнов4с1я (73) тождественныпъ съ нилъ ус.лов1емъ, 
прибав.шн къ нему члены вида 

+ 53005(^3,1581)+ ■ ■ ■ ^„СОЗ{^а,03^)\§3^, 
который должны представлять работу силъ, обусловлвваелыхъ вс1;)1И 
вновь Бведеннымн силами -г ^ и — ^, при чемъ эта работа очевидно 
должна быть равна нулю. Но работа всЬхъ еплъ — Р и — (^, т. с. 

[р^'С0з(р,',ёз1)-\- ■ ■ ■ Ра' >^08 (р„' ,§8) 
-I- д-з 008(1^2 ;''^0 + ■ * ■ Зп С03(3„,Й5)]55^ 

должна обращаться въ нуль на основан1и такихъ же соображенШ, какъ 
и работа (72). Сл'Ьдовательно, услов1е (73) замЪнится услов1емъ 
[^\соз(^'1,^81)+<32С08Сг,',081)+ . . .д„сов(1„\йзЛ§з^--~0, (75) 

и будетъ теперь зависЬть только отъ силъ. неносредствеыно прпло- 
женныхъ къ точкЪ 1. Но, на основан1и (68) и (6У), урр. (74) 
превращаются въ 

— ^,^со5{^^,^з^)Зз^ — ■ Р^соз(1г^.$з.^Зз^=^ С, 



— ^„СО5(^„^,ОЗ{)03, — РдСОЗ 1.^п1^8„)СЗп = О . 

Складывая всЬ эт1г уравиен1я другъ съ другомъ и съ урр. (70), на- 
ходи ыъ: 

[^.,со&0Лз,-)+ ■ ■ ■д,.сов{1„\08,)]сз, 
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всл4я1;тв1е чего услоБ!е (75) превращается въ 

или (76) 

Повторяя по очереди т'Ьже раасуя1ден1я, вавь выше, относительно 
УСЛ0В1Й равнов'Ьс1Я точекъ 2, 3 , ... «, при перем4щеИ1яхъ ов.^, ^5, . . . ^вп, 
мы очевидно пр1Йдемъ каждый разъ къ одному и тому же услов!» 
(76). Точно также подобное же услов1е будетъ получаться, если мы 
вместо взаимно обусловливающихся перем'БщеН1Й о^! . . .(?8„ возьменъ 
рядъ другихъ совмЪстныхъ перемещен!!! ^вД ^в,'. . .^в^ и т. д., при чемъ 
н-Ькоторын изъ нихъ могутъ быть совместны только для нЪсколькихъ 
изь точекъ системы и не зависать отъ всякихъ перемещений дру- 
гихъ точекъ. Однимъ словомъ, подъ величинами (^з^, йз^ . . . (?5п въ (76) 
мы можемъ поэтому разуметь вообще всяк1н возможный для системы 
одновременный псрем']Ьщек1я, и общее условие равнов'ЁС1я, выраженное 
въ (76), будетъ состоять такимъ образомъ въ тонъ, чтобы сумма 
работ ъ взаимно уравновешивающихся |'илъбыла рав- 
на нулю или отрицательна Н'рН всяк их 11 возможныхъ 
для системы перем-Ьщен1яхъ. 

Услов1е (76) ножетъ быть представлено въ другомъ вид*, съ 
110Н0Щ1Ю составлнющихъ силъ и нерем*щен1й по осямъ воордн- 
нат'ь. Пусть X, V, 2 будутъ три составляющ1Я по осямъ координатъ 
силы, приложенной къ одной изъ точекъ системы, и щтьёх,8г/,§^ 
будутъ проложен1Я на оси координатъ одного изъ возможныхъ ие- 
ремЪщснШ этой точки. Тогда очевидно, услов1е (76) можстъ быть 
представлено въ видЪ 

^(.Хох + Г% + 2§^) ^ О, (7(5) 

гд* алгебраическая сумма берется по вс4мъ силамъ и по всЬмъ еди- 
новременно существующимъ нерен'Ьщен1ямъ системы. 

Услов1е равновЬс1я мгновеиныхъ силъ очевидно выразится тЬин 
же формулами (76). Обозначая черезъ ^ безконечно короткое время 
д'Ьйств1я мгновенной силы 1^ и черезъ ^— величину ея импульса, мы 
нм^емъ: 

•7 



Р^- 
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прнчемъ ветчина I яожетъ быть прецположена какою угодно, если 
данъ только импульсъ ^. Предполагая поэтому, что ве-Ь импульсы 
силъ, приложенныхъ къ точкаиъ систеты, совершаются одновременно, 
и называя черезъ ^,,^^,^г ихъ слагающ1н по осямъ ко1)рдинатъ. 
«ы можемъ представить условия р а в н о I! Ь с 1 н п ы и у л ь с о в ъ 
въ слЪдующемъ вид'Ь: 



У^ко^^(^,08)&в = 0. 



У^^^Л^^^,^Р + ^М--^о. 



сгву 



§ 39. Равнов^С1е веревочнаго многоугольника, какъ примерь 
общей теорш равнов^с1я. 

Предетавимъ себЬ п матер1альнмхъ точскъ, координаты кото- 
рыхъ пусть будутъ 3:^1, ^У1, з'! . . .а-„, ;/„, ,г„; первая изъ этнхъ точекъ 
соединена со второю, 2-я съ 3-ю п т. д., н— 1-ная съ п-ю гибкими, 
нерастяжнмыми яитями ?,, /5... /,,_,; къ каждой азъ точекъ соответ- 
ственно приложены си.та, слагающ1я воторыхъ по осямъ коордкнатъ 
суть Х^, У^, 2^,. . .Ха. У„, 2„. Найдемъ соотношение между силами 
и направлен1ями лин1й /1, .../„_,, соответствующая равнов-Ьс1Ю си- 
стемы, и прнтомъ такт., чтобы въ положен11! равнов'Ьс1я нити, сое- 
диняющая точки, были натянуты. 

Начнемъ съ ояред'Ьлен1я соотяоп1еп1й между возложнызш пере- 
мещен1ямп данной системы. Разстоян1я между последовательными 
точками системы не могутъ быть больше ?1,^2..,/„ по причине не- 
растяжнмости нитей; но могутъ быть менее этяхъ велкчпвъ по при- 
чине сгибаемостя нитей. Такъ какъ нити въ положеи1И равновес1я 
по услов1ю натянуты, то разстоян1е между 1 и 2 точками будетъ при 
этомъ ?! и в.ыразится съ П01110Щ1Ю координатъ этихъ точекъ следую- 
щимъ образомъ: 

^' == (^2 ^^1? + Ь/г — Уд"" + К — ^1)'' 
Если точки, на копцахъ лин1И 1^, переместятся на ^ж, , Ву^ .с^у.^х^..., 
то разсто1Ш!е между атими точками изменится и будетъ ^ + '5/^, 
при чеиъ 

(^1 "^ ^^)' ^ (^2 "^ ^^2 ^1 '^^1^^ "Т" (?'г + ^У-1 "У! — ^УхУ 
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Вычтеиъ предЫ)1у1Ц1я равенства другъ изъ друга, и отбросимъ квадра- 
ты и произведен1Я безконечно малыхъ переы'Ьщен1Й, такъ какъ они 
будутъ очевидно безконечно меньше перпыхъ степеней Т'Ьхъ-же ве- 
дичннъ. Тогда получнмъ: 

',5^1 = {х^ — х^) (ох^ — ох^) -г (^^ — у,) {$у^ — оу,1 

пли такъ какъ {х.^ — ^'1), (у^ — у^), (г^- — г^) суть проложеН1я ли- 
Н1И 1-^ на оси коордйнатъ, то называя череуъ а),^,,-;! углы этой 
ЛИН1И съ осям» коордйнатъ, им'Ьемъ: 

х^ — Ху = ^, С08 а^ , ^/^ — */1 = ^1 '^оз ^, , г^2 — ■^х = ^1 соз у^ , 
всл*дств1е чего (77) обращается въ 

§1^ = (8х.^ — Зх^) ео8 й, 4- (^5^^ — '^^'1) сов р, + {0^^ — ёг^) еоз у, . (78) 
Точно также напдемъ для перемЪщен1Й концовъ остальныхъ нитей: 

5^^ =; (5^5 — §Х,^ С08 а^ -г- ((^Уз — 0^,) С08 ^^ + {^3.^ — Вз^) СОВ ^^ , 



о^л-! •-=(оз:п — оа;п_])со8ап_1 + (С//п — 6уп„1) сов |Зп-1 С?8) 

"Г (0.г„ — ог^п-)) СОЙ -,'1,_1 , 
при чемъ величины ^/, ...5/„_,, совершенно независимы другъ отъ 
друга, но должны быть всь отрицательны или нули, ибо разстоян1Я 
посл'11довател1>ныхъ точскъ могутъ только уменьшаться или оставать- 
ся неизм-Ьннымн, ноне увеличиваться. Число уравнеН1Й (1Ь), опре- 
дЪляющихъ соотношен1я между 3« совм'Ьстно возможными переа*- 
ще1пяып точекъ системы, будетъ п — 1; следовательно съ ихъ помо- 
щ1ю мы опредЬлимъ п—1 перем-Ьшен^Й черезъ друг1Я 2»+1, кото- 
рый останутся соверше1шо произвольными. Такимъ образомъ въ усло- 
В1е равнов'11С1Я (76) войдутъ только 2и+1 изъ числа Зи совместно 
возможныхъ иерен'Ьщен1Й. Исключен1е иерем11щен1й изъ (76) съ по- 
мощью (7К) произведемъ слЬдующимъ путемъ. Каждое изъ урр. (78) 
умножимъ соотв'ЁтстЕенно на неопределенные множители л,, 'А^..Л„-1 
и сложимъ съ (76); тогда получнмъ: 

У(Хо7: -Н Уор + ^^^) 
-\- А,(оа:^ — ол;,)ео5а, -г '-1 (^Уа — '^^/О (-'Ьй (^1 + А; (5г^ — ог,)созу^ 

+ 

4" 5^п-1 (^л^п — о-Сп-О СОВ а^-! + Лп_1 {оуа — ^г/п-О сов рп_1 (79) 

-1- Ап-1 (б^^ц — О^а—т) С08 "^„„х 

--\^11-г • • ■К--,^к--, ; 
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при этомъ (пшжителн Л^ . . . Х,,.^ опред^лиыъ такъ, чтобы коеффи- 
Ц1енты при (и — 1) переи'Ьщеп1яхъ (5а^, ^г/, 5г. .. обращались въ нули. 
Такимъ образомъ въ (793 останутся только 2п-\-1 совершенно про- 
извольныхъ перемещен!]!, при пелъ неравенство (79) только тогда удо- 
влетворится, когда коеффяц1енты при этихъ произвольныхъ велпчинахъ 
будутъ нулями. Итакъ, приходимъ къ заключен1Ю, что вообще коеф- 
фиц1енты у всЪхъ '6и перемещен!»! въ выражен1и (7!)) должны оыть 
нули, вслЬдств1е чего само это неравенство распалаетсн на Зн сле- 
дующих'!, рэвенствъ: 

X^ ~ Л^ СОЙ я, =-■ О , 

X, 4- >^1 соз а^ — Л^ СОН л., = . (80) 



Х„-;'Х„_1еоза1,_1=0. 

У^ + X, С08 ;3, — Л^ С08 ^^■^■■-0 . (81) 

Г„ -Ь Л„_1 еоз ■3„_1 = О . 

г'; — ^5 соз у, ---^0, 

Я.^ -г \ соз у^ — - Лз соз Уз -■■ о , (82) 

цри чемъ кромЪ того отъ (79) останется неравенство 

Х^о^! + Х^ог^ + . - -Хп-А-!^^, (83) 

которое удовлетворится только тогда, когда вс1 X определятся отри- 
цательными, ибо прп произвольной отрицательной величине одной, 
пзъ о1 остальныя могутъ быть нулями. Следовательно, если при дан- 
ныхъ снлахъ услов1е (83) не удовлетворено, то равнов'Ьс1е не воз- 
можно. 

11редыдущ1я уравнен1я и неравенство прежде всего показываютъ, 
что равновЬс1е, прп данныхъ силахъ и направлен1яхъ нитей, не за- 
виситъ отъ длины этихъ посл'Ьднихъ. йат-Ьмъ, если намъ дано зара- 
нее распред11лен1с нитей, т. е, даны вс* углы а, (5, у, то мы по урр. 
(80)~(82) опредЬлимъ соотношен1я между следующими величинами: 
между 3» составляющими силами X, Г, 2 и между и— 1 множите- 
лями X, т. е. между 4и— 1 неизвестными; а таьъ какъ число урав- 
нен1Й есгь Зя, то следовательно при этомъ н— 1 составляющихъ 
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останутся совершенно произвольными, к будутъ удовлетворять усло- 
В1Ю р;\внов'Ьс1я, лпшь-бы существовало неравенство (83), т. е. всЬ 
X былп-бы отрпцатедышми. Егли даны всЬ силы, то неизвЬстпыми 
остаются п — 1 множителей Хи Ъ{п — 1) косинусовъ угловъ а, ,]3^, 
-,'1 ■■ -«п-!, ^п-тл"!""-!' '''• ^- ^" — ^ величинъ. Но каждые три коси- 
нуса угловъ одной и той же лйн1я съ осями коордннатъ связаны 
уравнениями кпда 

С08^ а. 4- С08^ ]3 + С08^ Т ^ ^ 5 

ЧИСЛО которых!, въ данномъ случа* будетъ очевидно п — 1. Такимъ 
образомъ для опред'Ьлен1я 4я — 4 неизв'Ьстныхъ будемъ пм^ть 4«— 1 
уравнен1й и одно неравенство, т, е. большее число уравнен1Й. не- 
жели нензвЪстныхъ. Отсюда видимъ, что ие при всявихъ произвольно 
данныхъ силахъ возможно равнов1;с1е разсматриваемой системы. 

Уравнен1Я (80)— (82) иожемъ представить въ другомъ, иеханяче- 
сви болЪе аонятномъ вид!, написавъ сперва три первыя урр. трехъ 
группъ (80)— (82), за тёмъ— суммы двухъ первыхъ, трехъ первыхъ 
и т. д. до сунмъ всЬхъ п уравнеН1я каждой группы. Тогда полу- 
чимъ п тройныхъ грунпъ такихъ уравненш; 

1) Х,— /чсоза, = 0, 

У, -Л,со,';]3^=г.о. (84) 

2", — Л,созу,=^«. 

«5 = <) , 
л, С08 ^^ = 



Лп_1Со8ап_1 = 0, 

С08Рп_, = 0, 
С05у„_1 = О . 



2) 


X, + X. - А 




Г, + Г, - л 




г^ + г,~ А 


«-!) 


X, + X, + ■ 




5', + Г, + . 




г, + Я, -г • 


я) 


X, + X, ,- . 




5', + г, + . 




г, + 2, -г- . 


Уравнен1я гр) 


ппы 1) даютъ 




х,Ч 



Г.-1 - 

X, = 



г,» + 2,' = г;- 



(84) 



уСоо^к 



168 Глава П. Принципы Динамики, § 2& 

откуда, такъ какъ л^ должно быть отрицательно: 



>., = _ уХ,^ -г Т^ + г^ ^' — Я,, (85> 

гдЪ М^ представляетъ величину равнодМетвующей силъ, приложен- 
ныхъ къ 1-я точв*. Тавъ какъ дал'Ье 

^1 = Л^ сов (Е,,х) , У^ = 11^ соз (11^,!/) , 2, = Й, сое С-К^.г) , 

гд'Ь (Я^.х) . . . представляютъ углы Д, с,ъ осяли коирдннатъ, то урав- 
нен!!! группы 1) превращаются въ 

(.'08 а, ^ — сов (Й, .л:) , сок 3, = — соз (В, .у) , 

соз 7^ ^= — С08 (^^],г) , 

откуда заклю'темъ, что первая нить должна быть направлена отъ 
первой точки противоположно сил! ^^^, приложенной къ этой по- 
следней. Точно также вторая группа даетъ намъ: 



л, = - 1'ХХ, + Х,у + СГ, + У,/> (гг, + ^^,Т = - -К, , (87> 
гд-Ь М,^ есть величина геометрической суммы (но не самая сумма, 
которая ниЪетъ вроыЬ величины нанравлен1е) силъ, приложенныхъ 
къ 1-й к 2-п точкаиъ, и такъ какъ далЪе 

Х^-±Х^ = П.^с05(_Я,,х) л т. п., 
то группа 5) даетъ 

со8аа = — соа(^К^,х), с05р^^ — ст(Е^,у), и т. д., (88) 
откуда заключаемъ, что вторая нить должна быть направлена отъ 2-й 
точки противоположно геометрпческой суыыЪ силъ, приложенныхъ 
въ этой последней точк'Б и къ предыдущей. Наконецъ точно также 
изъ п — 1) группы уравнен1п (84) выведемъ, что последняя и— 1-ная 
нить должна быть направлена отъ и — 1-ноп точки противоположно 
геометрической сумлЬ силъ, приложенныхъ къ этой точкЬ и ко всЪмъ 
предыдущимъ. Последняя группа п) уравн. (84) показываетъ, что 
геометрическая сумма всЪхъ силъ, приложенныхъ къ точкамъ раз- 
сматриваемой системы, должна быть равна нулю. Кром* того изъ 
уравнешй (80) — (82) легко видЪть, что прпложенныя силы должны 
также удовлетворять уелов1ямъ 

1,(^7г~2у')=0, 1.(_2х — Хе) ^. О , 1.(Ху~ Ух) — - О , (89) 
который ВИЬСТЬ С1> УСЛ0В1ЯНН п). т. 0- 
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показываютъ, что приложенный силы должны им'Ьть свойства взаим- 
ныхъ силъ. 



§ 80. Общее услов1е движения системы. Принципъ д'Аламбера. 

Ксли матс.р1альная точка свободна, то всякая сила къ ний при- 
ложениаа обусловить изв'Ьстиое из11'Ьне1ие ея дв11жеН1я. Но если 
точка не свободна и сила, къ ней приложенная, направлена во все 
время лвижен1я только въ сторону невоаможнаго для точки перем*- 
щен1я, то такая сила не изи'Ёнитъ очевидно движен1я точки въ ска- 
закнолъ направлен1и, ибо въ каждый момснтъ движен1я она будетъ 
удовлетворять услов1Яыъ ра1Ш0В'Ьс1я: самое, же ДБИжен1е будетъ обу- 
словлено мгновеннымъ или непрерывнымъ д'Ьйств1еиъ какихъ либо 
другпхъ силъ, направленныхъ въ сторону возможныхъ перея'Ьщешй 
ТОЧКИ. Такимъ образоыъ, если некоторая снла Р приложена въ данной 
несвободной движущейся материальной точкЪ, то вообще одна пзъ 
двух'Ь слагающихъ, на которыя иы ыожелъ разложить эту силу, будетъ 
въ каждый молептъ движения уравновЬшепа услов1Яии, ограничиваю- 
щими свободу ДВПЖСН1Я точки, а другая будетъ совпадать съ однимъ 
нзъ возможныхъ нерси'ЬщекЁй точки п обусловливать прпрзщеше ско- 
рости (геометрическое) по упомянутому направлен!»; эта последняя 
слагающая данной силы ^''поситъ назван1е ускорительной силы 
по той пр11Ч1и11^, что она именно обусловливаетъ кзм'Ьнен1е движе- 
Н1Я гЬла. Зная массу ш движущейся точкн п предполагая нзв'Ьстнымъ 
ея ускорен1е д^ мы опред'Ьлнмъ величину ускорительной силы, какъ 
ироизведен1е шд. При этомъ геометрическая разность 

^Р — тд 
представитъ очевидно другую слагающую силы ^\ не обусловлива- 
ющую изнЪнен1я движейя; эта посл1^дная называется потерянною 
силою. Предыдунйя соображе1пя приводятъ насъ къ тому заключе- 
Н1Ю, что потерянпыя силы. в о все время двпжен1Я ихъ 
точекъ приложения остаются въ равнов'Ьс1П. Этнмъ за- 
ключеп1емъ формулируется принципъ д'Аламбера. 

То что было сказано объ одной движущейся точв*, прилагается 
безъ изм^нентя къ Ц'ВлоЙ системе точекъ. Именно, каждую изъ силъ 
^^1 , 2*^2 . ■ ■ -^н ' приложенныхъ къ различнымъ точкамъ системы, мы 
можемъ разложить на дв'Ь слагающихъ. Одни пзъ этихъ слагающихъ 
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взаимно у|)авнов1;н1111)аются въ каждый моменгъ движения: друг1Я 
иронзводятъ иамЪнен1е движешя системы. И])» этомъ услов1я движе- 
ния системы ногутъ стЬдовательно Г)ыть св(!дены къ усло81Ямъ рав- 
нов-Ёс1л потерянныхъ сплъ. Итакъ, если дты черезъ «(,,Ша,..ш„ 
обозначимъ массы точекъ системы, черезъ ^^, , .с/, , . .,^„— ихъ ускоре- 
Н1Я, черезъ ^5^, ^8, . . .5я„ — как1я нп(!1уд!, совместно (■уществующ1Я 
возможныя переи'Ьщен1я, черезъ а.^ , /х.^ . . . (х„ — углы этнхъ перем^ще- 
шй съ потерянными силами, то услов!)! движеП1я системы, иодъ дЬй- 
ств1еыъ силъ Р^,!'^. ..Р^. выразятся, на основан!!! нринщша д'Алам- 
бера, сл'Ьдующимъ образомъ: 

— ■ . • {Г,, — Шп?п) С08 а,, с4-„ — , О , 



т) 



или вообще: 

УсР'—т^^созаоя -0: (02) 

но такъ какъ проложен1е равнодействующей равно алгебраической 
сумм! проложен1Й слагаю!цихъ, то выше приведенное услов1е можетъ 
быть представлено въ вид!,: 

2[^ еоз (^',53) — тд соз (й'^ок^эй —, О , (92)' 

при чсмъ алгебраическая сумма берется по вс1;иъ совм'Ьстно суще- 
ствующимъ возможнымъ элементарнымъ работамъ, и услов1е имЬетъ 
м^сто для каждаго момента времени двпжен!я. Вводя нроложеН1я на оси 
координатъ сплъ, ускорек1й и 11ере111;щенш, мы можеиъ услов1е (92) 
представить въ впдЪ: 

^[(Х - тд^) оа; + (Г ~ тд,) оц -^ (2 - тд,) о^\ ^ О . (93) 

Въ случаЬ одной точки, знакъ суммы въ выражен1лхъ ((1^) и (93) 
очевидно НС ии'Ьетъ м^Ьста. 

Если приложенный силы суть мгновеппыя, воторыхъ импульсы 
даны, то въ таконъ случае мы можемъ предположить, что продолжи- 
тельность Д'Ьйетв1я для вс'Бхъ силъ одна и таже ?, ибо, при данномъ 
импульс!'. /, величина силы и время ея дЪйств1я остаются произ- 
вольными, лиш{.-бы произведен1е нзъ нихъ было равно ^. Въ та- 
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коиъ случай услов1е (!12} обращается въ 

2(^ 

или о1)о;!начая чер(.'зъ V — У^, обусловливаемое пмпульсомъ геометри- 
ческое 11риращен1е скорости: 

и1)0 у(--^- V — Т'д. Точно также услов|е (513) приннмаетъ видъ: 

^ т (« - г(^1] ёх 4- [^1- — шСг- - Vо'}\ оу 
+ [^-. — гп{№ — гс'о)] Щ =■ О , 
гд1; а, V, гс суть С1агающ[а скорости по трем7> ослмъ координатъ. 

Если, во все время движе1пя, точки остаются совершенно сво- 
бодными, то всяк1а нхъ ВОЗМОЖНЫЙ перем-Ьшен1я совершенно незави- 
симы Другъ отъ друга и произвольны. Въ такомъ случае услов1я 
(93) ил» (92) только тогда могутъ оправдаться, когда каждый пзъ 
множителей при произвольаыхъ величинахъ ^^1 , йэ:, . . . оу, , оу^ . ■ ■ 
обращается въ нуль, т. в. когда 

X, := т,а,, , 1', = т.о.., .... 
А^ = »%й'.<2 , " т. д. ; 
Т. е. въ такомъ случай приложенныя силы измеряются произведе- 
Н1ЯНИ изъ массъ и ускорен1й, ибо эти уснорен[я данными силами 
виолнй обусловливаются, Въ случа* свяаной системы, равенства (94) 
очевидно вообще не будутъ уже имЪть к'Ьста. 

Если силы, приложенный къ точкамъ системы, во все время 
ея двпжен1Я взаимно уравновешиваются, то для каждаго момента дви- 
жен1я должно существовать условие 

У (Х($ж 4- Тоу + гУ) .-; о , (!>5) 

всл1цств1е чего услов1е движешя (93) принниаетъ видъ 

гд-Ь оу представляетъ ту величину, отрицательную или нуль, въ ко- 
торую обращается выражен1е (95), Если точки системы совершенно 
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свободны, го, при совершенной произвольности возможныхъ перем11- 
щен1Я, услов1е (96) имЪетъ слЪдств1елъ то, что всЬ ус.корен1Я долж- 
ны быть въ даннолъ случае равны нулю, и движен1я всЪхъ точекъ 
системы— прямолинеяныя ц равномЬрныя. Но если точки системы не 
свободны, то вообще дла удовлетворен1я услов1ю (96) Н'Ьтъ необхо- 
димости, чтобы Бсг ускорен1н были равны нулю, ибо тогда перем'Ь- 
щен1я ёх, оу . . . не будутъ уже впо1Н'& другъ отъ друга независимы, 
Такимъ образомъ двпжен1е связной системы, подъ дЬйств1емъ взаимно 
уравноБ'Ьшивающихся сплъ, или вовсе безъ д1;йсте1Я силъ, не исключаетъ 
В03М0ЖН0СИ1 измЬвен1я движен1я каждой отдельной точки системы, 
а слЬдопательно— и сушествоваН1я ускорительныхъ силъ. Примири 
такого рода д'11Йстб1я однЬхъ только ускорительныхъ силъ мы вндилъ 
при равномЪриомъ движен!)! точки по какой нибудь кривой лин1и, 
съ которой она неразрывно сзязана, въ равнонЪрномъ вращен!» 
твердаго тЪла около неподвижной оси, и т. п. Действительно, въ 
томъ п другомъ случае мы им4емъ дЪло съ точкою или точками, 
движущимися равномерно по кривымъ лин1ямъ: ускорен1е въ такоиъ 
случае должно существовать, ибо направлен1е скоростей изменяется; 
въ § Ь мы видели, что это ускорение (нормальное) должно быть 
перпендикулярно къ направлен1ю пути и направлено по рад1усанъ 
соприкасающихся круговъ, къ центрамъ этихъ последиихъ; яанра- 
Блен1е силы, обусловливающей это ускорен1е, съ нимъ еовпадаетъ. 
Но съ другой стороны, кривая л11Н1я въ первомъ примере, и круги, 
плоскости которызсъ перпендикулярны къ неподвижной оси, во вто- 
рояъ примере, представдяютъ собою единственно возможныя переме- 
щения для движущихся по нинъ точекъ; следовательно, если мы 
представимъ себе силы, который, обусловливая вышеупомянутыя нор- 
нальныя ускорен1Я, будутъ въ каждый момеитъ движен1н пернепди- 
кулярны къ направлению единственно возможнаго движен1Я, то так|я 
силы всегда будутъ удовлетворять услов!Ю равновесен. 

Причина того кажущагося парадокса, что одинъ разъ, принимая 
услов1е (95), мы темъ нолагаемъ, что приложенный силы взаимно 
уравновЪшиваютсн и не производятъ следовательно пзменен1я дви- 
жения, а затемъ услов^емъ (96) допускаемъ, что па точки системы 
тЬмъ не менее действуютъ ускорительныа силы, заключается ' въ 
следующемъ. Введя понят1е о силе, какъ о причине изменяющей 
движеИ1е, мы говоримъ, что это изменен1е можетъ еще происходить 
вследствие усдоЕ1П связности систеаы; такъ напримеръ, точка должна 
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двигаться по кругу, если сущеотвуетъ сила, направленная къ его 
центру и скорость, перпендикулярная къ рад1усу; но эта точка долж- 
на также двигаться не иначе, какъ по кругу, если она неизменно 
соепинена съ его центромъ; или еще: сила, приложенная въ данной точ- 
кЪ, еъ одной стороны, будетъ всегда уравнов-Ьшена другою, ей прямо 
противоположною и равною, а съ другой стороны, таже сила мо- 
жетъ также уравновеситься н'Бкоторымъ препятств1е«ъ, если точка 
не можетъ оставить поверхноств, перпендикулярной къ упомянутой 
еилЪ. Поэтому уелов1я связности системы мы должны разсыатривать, 
какъ н1;котория силы, приложенныя къ точкамъ системы и изи1;ня- 
ЮЩ1Я первоначально соойщенныл скорости или уравновЪи1иваю1Ц1я дру- 
Г1Я данныя силы. Следовательно, если мы говориыъ, что силы, при- 
ложенныя къ точкамъ связной системы, во время ел движен1я равны 
нулю, то тЬмъ самыыъ не исключаемъ возможности сушествован1Я 
другихъ силъ, обусловлпваемыхъ связностью системы. 

Углов1я (93) позволяютъ найти соотношешя (рядъ уравнен1й) 
между данными силами, данными отношеньями возможныхъ перемЪ- 
щенш другъ къ другу и искомыми ускореН1Ями. Это расаадеяге уело- 
В1Й (63) на рядъ уравнен1Й движенья совершается подобнымъ же 
ооразомъ, какъ въ случае равнов'Ьс1я, разсмотр'Ьнномъ въ предыду- 
щемъ параграфе. Найдя такимъ о5разомъ ускорепья, мы опредЪляемъ 
по нимъ движенье точекъ системы съ помощью сумиовапьй, смыслъ 
которыхъ 5ылъ разъясненъ въ § 10 и § 11, но производить кото- 
рыя учитъ насъ Интекгральное Исчис'ьепье. Полнымъ пзсл-Ьдованьемъ 
всЬхъ сл4дствьй, вытекающихъ изъ условьй (63), занимается Ана- 
лнтичесь(ая Механика. Мы ограничимся выводомъ изъ нихъ н^кото- 
рыхъ общихъ свойствъ движенья системы. 



§ 31. Изменены количества движенгя и его момента, отнесен- 
ныя къ единице времени. 

Предположимъ, что данная система, крон* всякихъ другихъ 
возможныхъ для ея точекъ перем^ьценьй, можетъ передвигаться все- 
ми своими точками одинаково по всЬмъ направлепьямъ. Въ этояъ 
случаЪ между возможнььми совмЪгтными перем'Ьщеньями §х, ^г/ . . . то- 
чекъ системы найдутся такья, при которыхъ всЬ 8х будутъ для каж- 
дой и:п, точекъ одинаковы, и равны, подожииъ, ^а ; точно также вс11 
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0^ ^ ой, р.(1\ ^з^сс. Углов1е (Ш) для такихъ перем1;ще111й об11а- 
щается вч. 

й«2 { X — »((/,) -тч^ЬХ ( У — шйГу) -г ос2 {^ — ш</^) г=- « . (97) 

Давая величинамъ ёа, ёЬ, §с различный кроизвольныя безконечно на- 
лыя положительный или отрицательныя значен1Я. мы будемъ нолу- 
чать пролоя1ен1Я на оси воордипатъ различныхъ произвольныхъ т- 
ремЪщ(;н1й точекъ системы по разлпчныыъ паправлен1ялъ, но одина- 
ковыхъ для вс'Ьхъ точекъ. Если так1я перем'ЬщеН1я для системы воз- 
ножны, то, вслФдств1е совершенной произвольности велпчинъ §а, ^Ь 
и 5с, условие (97) можетъ только тогда быть вполн'Ь удовлетворено, 
когда каждый изъ множителей при упомянутыхъ трехъ произволь- 
ныхъ величннахъ будетъ равенъ нулю, т. е. когда 

Хт^. = 5:Х , Ътд, ^ 2:Г , Ъпд, з--- ^/. . (98) 

Но, на основан!!! § 7, (1(1), мы !1М'1;емъ вообще: 

г,тду.-~2.т-уг и т. п., 

или такъ вакъ сумма нриращен1й равна очевидно нриращен1!0 суммы, то 



гд'Ь прира!цен1е берется алгебраическое, какъ было объяснено въ 
§ 7. Такиыъ образомь урр. (98) превращаются нъ 

гдЪ л'Ьвыя части выражаютъ очевидно алгебраическ1я приращен!я 
слагающихъ количества движен1я системы по осямъ координатъ, от- 
несенныя къ единиц'Ь времени, или короче— и зм Ън ен 1я упомянутыхъ 
слагающнхъ со врененемъ. Три уравнен1я (99) очевидно выража- 
ютъ тоже самое, что уравн. (51), (§ 25). Действительно, это послед- 
нее уравнеше мы нолучаемъ !^еносредственио, складывая геометри- 
чески урр. (99). При этоыъ геометрическая сумма трехъ слагающих^ 
2;Х.2Т,2^ представктъ очевидно геометрическую сумму всЬхъ снлъ, 
приложенныхъ К'ь точкамъ системы; т. е. 



2х-^^:г4-^^=^^^; 
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точно тапже геоиетрнческйн сумма трехъ из)|!.11е1Йй состав.пштцнхъ 
количества дв1!жен1н предстэвитъ изм'Ь1[ен1е саяаго количества дви- 
жения, т. е. геометрсческоп суммы !)»«. Такимъ образомъ мы по- 
лу чимъ: 

^^=1?, аоо> 

гд'В суммы и ихъ приращен!)! 1|ерутся геоиетрпчесни. Изъ ур. (100) 
выводимъ т'&же самыя заключен!!! для данной связной системы, ка1!ъ 
и изъ ур. (51)— для сводобной консервативной. 

Предположил!, еще, что данная система, кромЪ своихь прочихъ 
ВОЗМОЖНЫХ'!. перем*щен1й, можетъ еще всЬмп своими точками вра- 
щаться безконечно мало «коло всякой пропзвольно выбранной оси. 
Пусть 5а, 5р, О'; будут'ь три произнольныя вращен1я около трехъ осей 
координатъ; тогда, на основан!П §13, мы знаемъ, что, предавая этимъ 
величпнамъ произвольный положительный или отрицателышя значе- 
Я1Я, мы можемъ съ коиощш ихъ представить всевозможныя враще- 
ния около всевозиожныхъ осей. Если р, ^1 *" будутъ кав1я-лноо про- 
извольныя углоБЫЯ скорости, съ которыми нроизведены вращен1я 
5а, 5{3, О"!', въ течсН1и элемента времени Ш, то очевидно, что 

са -- рй1 , 5р =г= ^(^^ , оу = г<И ; , 

если и,V^гV будутъ при этомъ скорости точки {х,1/,^) системы, то 
перемЪщенхя Зж, ^у, Вг этой точки будутъ очевидно 

ох = иШ , ^у = Vй^ , 5г -= 'кИ . 

На основан1и этпхъ соображений, помножая об'Ь части урр. (80) (§ 13) 
на йЬ, мы находимъ следующее выражен1е для совм'Ьстныхъ пере- 
нФщен1й точекъ системы при ея вращеы!и на о«, Щ, оу: 

$у^Лл — х&-^, (101) 

Въ этихъ уравнен1яхъ множители ж, у, з будутъ различны для раз- 
личныхъ точек'ь системы, множители же 5я, 5^, 5у — одинаковы. Под- 
ставляя перен'!;щен]я (101) въ услов1е (93) и приравнпвая нулю 
множители при произвольныхъ величинахъ (5а, ор, 5у, мы полу- 
чаеиъ: 
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-^2' 



{_хд, ~ „^^/.0 = У[гх - Хм) . (102) 



2^п {уд^ — хд^) = 2^(.Ху — Ух) . 



Сравнивая эти уравнен1я съ Еыражен1ями (38) (§ 25} слагающикъ 
коментовъ ПС оснмъ воординатъ, мы находниъ, что лЬвыя части 
(102) представляютъ слагающ1е моменты изи'Ьнен^я количества дви- 
жения по оеяиъ координатъ, а гравыя — поленты ириложенныхъ сил ь. 
Написавъ лЪвыя части (102) вь вид! 



2и 



;,)-г/Ф»г-Л] 



гд* еимволъ Й обозначаетъ безкокечно малое алгебраическое прира- 
1цен1е, въ течен1И элемента времени сИ. мы навдемъ, что числители 
этихъ выражен1й представятъ сжагаюице моменты приращен1Й коли- 
чества движешя. Но моментъ прира1цен1я вектора равенъ пр11ращен1ю 
момента того-же вектора (§ 24, (47)); сл-Ьдовательно: 



\(г ^(тг^ }-~ У (^("'1'?) ^ УСмть^ — утг,) 



(103) 



II Т. Д. Складывая геометрически иравыя и л-Ьвыя части выражен1Й 
(102), и обозначая черезъ д длину периендпкуляра кзъ начала ко- 
ординатъ на направление соотвЬтствующаго ускорен1н д (геометриче- 
ской суммы ^«Ч'й'у + б'Ол '' черезъ п — длину перпендикуляра изъ 
начала на направлен1е приложенной силы Р (геометрической суммы 
Х']'!'']'^), мы находинъ: 



Утд.д = ^1'ь, (104) 

10е съ (55) (§ 25), пр 
Обозначая затЬмъ чер 
оординатъ на направлен! 
г-! + *'»). ^^ помня, что 

Л ) пгг.5= 2('тд.д)^Ь , 



выраженье тождественное съ (55) (§ 25), при чемъ обЬ суммы 1 
берутся геометрически. Обозначая затЬмъ черезъ о д^ину перпен- 
дикуляра изъ начала координатъ на направлен1е скорости V (геоме- 
трической суммы г'х •+-% + *'»). ^ помня, что 
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гд* символъ Л обозначает!, геоиетрпчесвое приращеше, мы полу- 
чаемъ изъ (104): 

т. е., въ случа'Е су1цествован1я упоиянутыхъ вазложныхъ псре- 
м'6щен)й, яриращен1е (геометрическое) момента коли- 
чествъ движен1я системы изм'Ьряется моментомъ при- 
ложенныхъ сидъ. 

Следовательно вообще: если для точекъ связной си- 
стемы существуетъ возможность одновреиенныхъ 
произвольных ъ, но одинаковыхъ для всЪхъ точекъ, по- 
ступательныхъ перем-Ьщен^й и Бра1цен1й, то приложен- 
ннясилыпроизводятъ въ систем-Ь та1[ое-жевзм4не- 
Н1е количества движеп1я и его момента, какъ во вся- 
кой свободной консервативной системе; т. е. одна и га- 
же геометрическая сумма сриложенныхъ силъ обусловитъ одно и 
тоже изм'Ьнен1е количества двнжен1я, къ какой-бы систеиЪ силы, 
составляющ1я эту данную геометрическую сумму, ни была приложены, 
лишь-бы упомянутая система могла всЬми своими точками одинаково 
поступательно перемещаться; точно также одинт. и тотъ-же моментъ 
силъ всегда произведетъ одинаковое измЪнеше момента количества 
движен1Я си/;темы, какова-бы она ни была, лишь-бы ея точки могли 
одновременно вращаться около произвольно выбранныхъ осей. 



§ 3^. Центростремительная и центробежная силы. 

Мы уже видели въ § 7 и § 8, что ускореше всяваго криволиней- 
наго движен1я можетъ быть разложено на два слагающихъ ускоре- 
ния, изъ которыхъ одно всегда совпадаетъ съ направлен1ем'ь движе- 
н1я, а другое ему перпендикулярно и направлено къ центру соприва- 
сающагося круга; первое есть тангенц1алЫ10е ускорен1е, вто- 
рое — центростремительное. Сообразно съ этимъ, вснкаа сила, 
обусловливающая криволинейное движен1е материальной точки, раз- 
лагается на две — т ангенц1альную и центростремитель- 
ную. При прямолинейномъ движен1и свободной матбр1альной точки, 
можетъ действовать только одна тангенц1альпая сила; при рэвноиер- 

12 
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номъ криволинейномъ— одна центростремительная, величина которой 
вообще различна для каждаго элемента крпволинейнаго пути, и остается 
постоянною, только если путь круговой. Если точка не свооодна, то 
мы можемъ представить себ* ея движе1пе криволннейныиъ. безъ д*й- 
ств1я какой Либо приложенной силы, при чемъ иам'Ёнен1е направле- 
Н1Я пути будетъ происходить всл4дств1е услов1я несвободы точки, 
а самое движен1е можетъ быть сл'Ьдств1еи'ь скорости, сообщенной 
точк! на первоиъ элементе; ея пути. ПринЬръ такого рода движения 
представитъ точка, вращающаяся равномерно около центра, съ вото- 
рымъ она связана нерастяжииою нитью, или точка, движущаяся рав- 
ном'Ьрно по изогнутой проволок!, которую она не можетъ оставить, 
или точка, движущаяся внутри криваго канала, и т. н. Во всЪхъ 
этйхъ движешяхъ несвободной точки существуетъ центростремитель- 
ное усворев1е, а следовательно должна существовать и центростре- 
мительная сила. Если эта последняя не дана, какъ некоторая из- 
вестная сила, обусловленная известными другими действующими кас- 
сами, то мы должны источникъ ея искать въ техъ матер1альныхъ 
нрепятств1яхъ, который огранйчиваютъ въ даниомъ случае свободу 
движен1я точки. Поэтому мы говоришь, что нить тянетъ натер1альную 
точку къ центру, или каждый элементъ проволоки или канала, но 
ЕОторымъ нроходитъ точка, толкаетъ ее къ центру соприкасающагося 
круга. Но еслп какая нибудь матер1альная система своимъ присут- 
ств1емъ обусловливаетъ как1я либо силы на другую систему или 
точку, то эта последняя, по третьему закону Ньютона, должна дей- 
ствовать на первую съ снламп равными и противоположными. Сле- 
довательно, если въ данноиъ случае матерхальныя преаятств1Я обу- 
словливаютъ действ1е на несвободную точку центростремительной 
силы, то п сама движущаяся матер1альная точка должна Д'Ьйство- 
вать на эти препятствия съ силою, равною и противоположною цен- 
тростремительной; такая сила называется центробежного. Дру- 
гвми словами, если нить тянетъ матер1альную точку къ центру или 
если каждый элементъ проволоки толкаетъ эту точку къ центру, то 
Е сама движущаяся точка обратно натлгиваетъ нить и обратно тол- 
каетъ элементъ проволоки прочь отъ центра. Что такая центробеж- 
ная сила действительно существуетъ, мы видииъ изъ того, что съ 
увеличен^емъ скорости, квадрату которой эта сила должна быть про- 
порц10нальна, нить обрывается и проволока ломается. Кроме давле- 
ния на матер1альныя преграды, обусловленнаго центробежкою силою. 
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можетъ еще очевидно существовать давление, обусловленное какою 
либо приложенною силою, если эта посл11дняя, или часть ея, дЪй- 
ствуетъ въ направлении невозкожныхъ леремЪщен1Й. 

Къ тЪмъ же самымъ выводамъ относительно существован1Я и 
зяачен1я цеитроб'Ьжной силы мы пр1йдемъ, если будемъ разыскивать 
для несвободной точки величину потерянной силы, удовлетворяющей 
общему УСЛ0В1Ю двйжен1я (93). Если величина н направлеше прило- 
женной къ точкЪ т силы будетъ Р, а величина и направлеН1е усво- 
рек1я д, то величина и направлен1е потерянной силы выразится гео- 
метрическою разностью 

1'~тд. (106) 

Эта сила должна быть уравнов-Ьшена данными сопротивлешями, обу- 
еловдивающими несвободу точки. Если точка ке можетъ оставить 
данную поверхность, то на основании условий равнов'Ьая, которыя 
должны удовлетворяться въ каждый моментъ движен1я, потерянная 
сила должна быть всегда перпендикулярна къ поверхности, и вели- 
чина ея найдется, если мы каждую язъ двухъ силъ (106) проложимъ 
на нормаль къ поверхности и найдемъ алгебраическую сумму этихъ. 
проложеп1Й. Следовательно, если Р будетъ величина потерянной си- 
лы и п — направлен1е нормали въ какую ннбудь сторону отъ поверх- 
ности, то 

Р = ^"008 {Г,п) — тд соз {д.п) . (107) 

Но, по § 7. 

гдЪ сумма берется геометрически, ^, и д^ перпендикулярны другъ 
къ другу, V есть скорость движен1я, р — рад1усъ соприкасающагося 
круга, и Зп направлено отъ окружности къ центру этого круга. Сле- 
довательно: 

д С08 (в»,"") = дх соз {д^.п) — ~ сое (р,?0 , 

если направление р считать отъ центра къ окружности, т. е. проти 
воположно й"»- Но такъ какъ дх ъ п перпендикулярны другъ къ дру- 
гу, то (107) превращается въ 

Р == ^' сок (^',«) + — еоз (р,и) . (108) 
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Если приложенная спла равна нулю, то услов1е двпжен!п отвращается въ 



ГДЕ ^8 есть одно изъ возможныхъ перегЬщен1й точки въ каждый 
моиентъ ся пвижешя. Но если точка движется по поверхности, то 
для нея возможны, какъ ноложительныя, такъ и отрицательныя вели- 
чины 5з; следовательно, или должно быть д = О, и тогда нЬтъ дви- 
яен1ч^, или С08 (^,5з) :^ О, и тогда соз (р,«) =г= ^1= 1 , БСЛ'ЬдстБ1е чего 
по (108): 

Р=^.-^^^-, (109) 

гд'Ь знаки г±: берутся, смотря потому, совпадаютъ-ли ? и п, или направле- 
ны другъ другу противоположно. Если точка ложетъ оставить поверх- 
ность въ сторону, противоположную и, то Р должно быть всегда положи- 
тельно или нуль, для того чтобы возможная работа — РЬп оставалась 
всегда отрицательною или нулемъ. Въ такоиъ случа-Ь, если соз {1\п) и 
С08 (р,и) въ (108) положительные, то движе|йе^возможно во поверхности 
со всякою скорост1ю; если оба косинуса отринательные, то движен1е 
но поверхности невозможно: если знаки косинусовъ различные, то 
движен1е возможно, когда 

^'сов(^',и)> — - — соз (а,») , пли — ^'сой (Р.,п)<: -^ соз (о,п') , 

Р ? 

смотря по тому, будетъ-ли с.оь(Р,п) положительный илп отрицатель- 
ный. Если наконецъ, 

Гсов (1\ и) ^ — — сое (? , п) , (110) 

то давлен1е Р= О, и движен1е происходитъ такъ, какъ будто точка 
была свободна, т. е. вполкь обусловливается только одною силою 
Р, независимо отъ присутств111 поверхиости. 



§ 33. Кинетическая энерг1я. 

Въ предыдущихъ параграфахъ мы разснатривали работу, кото- 
рую данныя силы только могли-бы сделать при данныхъ услов1яхъ. 
Теперь обратимся къ той раС^отЬ, которая дЬЙствптельно совершается 
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силами при данномъ движенп! ихъ то'гекъ вриложен1я. Преждк всего 
■опредЪлнмъ работу, совершаекую ускорительною силою. 

Пусть 06' (рис. ВО) будетъ криволинейный 
путь, по которому происходитъ движение данной 
матер1альноЙ точви т, свободной пли нЪтъ, п Од— 
наиравлен1е ус|[орен1я въ точв'Ь О этого пути. Для 
каждой точки пути, вообще говоря, величина и 
Рис, 60. направлен!е ускорен1й будутъ различны; но для 

двухъ безконечно близкихъ точекъ величины а направлен1я ускореп1Й 
будутъ пругъ отъ друга отличаться безконечно мало, если движен1е 
изменяется непрерывно- Въ этонъ предположен)» мы всегда можемъ 
отложить отъ ТОЧКИ О, вдоль по траэвтор1к 05, нЪвоторую безко- 
нечно малую длину пути Об, для которой величина н нанравлен1е 
ускорен1я останутся неизменными. Еелиэлементъ Ое будетъ безконечно 
ыалылъ, то йзъ этого вообще не елЪдуетъ, что опъ долженъ быть пря- 
молинейнымъ, ибо не всякая безконечно малая часть кривой лин1и 
представляется нрпмолнпейнымъ элементолъ, хота на так1е элементы 
всякая кривая можетъ быть разбита. Разбить путь движущейся точви 
на прямолинейные элементы — значитъ сравнить данное движен1е съ 
безконечнымъ рядомъ другихъ различныхъ равн&м'Ьрныхъ движев1й, 
изъ которыхъ каждое безконечно близко нодходитъ къ данному, со- 
вершающемуся на той или другой части пути. Разбить движен1е на 
рядъ элементовъ съ постоянными, но для каждаго элемента разными, 
ускорен1ями, значитъ сравнить данное, движение съ безконечнымъ ря- 
домъ другихъ различныхъ параболическихъ двпжсн1Й, изъ которыхъ 
каждое безконечно близко нодходитъ къ данному, на соответствую- 
щей части пути. Такимъ образоиъ, элементъ Оа, отложенный вами 
вышеописаннымъ способомъ, яредставитъ собою часть параболы, ко- 
торая можетъ на длинЪ Он совпадать съ кривою 0&. Пусть 0^ и Ох 
йудутъ проложек1я элемента Оа на нанрэвлен1е ускорен1я дат на- 
правлеп1е ОЛ къ нему перпендикулярное. Тогда работа (7Х ускори- 
тельной силы тд на элементе пути Оё будетъ равна по (60) проаз- 
веден|[о изъ проложен1я перемещен1я насилу и величины силы, т. е.: 

Но путь Оу проходится проложеП1елъ движущейся точки рав- 
номерно ускоренно {см. § 9), съ ускорен^емъ д; следовательно, если 
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мы обозначим!, черезъ Юо и ^1 начальную в конечную скорости про- 
ложен1я на пути Оу, то (§ 6, (10)): 

откуда 

ЛЬ,^-(тх)1^ — тх>(^). (112) 

Такъ какъ направлен1е ОЛ перпендикулярно къ направлен!» 
ускорен1я, то скорость движущейся точки со ОА будетъ неизм'Ьнна.. 
Называя эту скорость черезъ и, а начальную и конечную скорости 
по траэктор1И — черезъ ^^ н ^^ , мы будемъ им'Ьть: 

всл*дств1е чего (112) превращается въ 

ЙХ, = — ^. (ИЗ) 

Половина произведея1я изъ массы движущейся точки и квадрата 
ея скорости называется кинетическою энерг1ею или живою 
силою ') данной массы. Выражеп1е (113) показываетъ, что ра- 
бота ускорительной силы на элемент* пути, пока уско- 
рен1е остается пеизм'Ьцкымъ, измеряется прираще- 
н1емъ кинетической энерг1и на этомъ пути. 

Если элементъ пути безконечко малъ и изм-Ьнеше движен1я про- 
исходитъ непрерывно, то упомянутое приращен1е живой силы будетъ 
тоже безкопечно мало; обозначая это приращен1е символомъ й, мы 
можемъ форм. (113) представить вообще въ видЬ 



йХ = 



Ч^г)' ("»' 



для всякаго элемента пути. 

Къ тому же самому мы пр1йдемъ, вычисляя- работу слагающихъ 
ускорителькыхъ силъ по осямъ координатъ. Пусть йЬ^, (?Ху, ЛЬг 
будутъ работы, Еыполняемыя соответственно силами шд^, шд-,, тдг, 
въ течен1И элемента времени йЬ, и пусть их, (1у, (1г будутъ проло- 
жешя на оси координатъ элемента пути (/«, Ероходиааго въ течен!^ 
времеви й1 точкою приложеН1Я этихъ силъ. Тогда 



*) Н'Ёкоторы 
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<2Ь-^ = тд-1 . Ах , йХ^ := тд^ . йу , в,Ьг = «1.^1 . йг , 
Обозначая затЪмъ черезъ и,,, «о, го„, и^, 01, го^ слагающ1Я ско- 
рости по осямъ координатъ для начала и конца времени М, и помня, 
что, въ течен1и элемента времени й1, движен1я по осямъ координатъ 
могутъ быть разсиатриваелы, какъ равномЬрно ускорснвыя, мы най- 
демъ, что 

, и,' — V ^ »1^ — V ^ го/ — т,? 
ах = — ~ — — , ау = -^-т — ^ , аг = — —г '^ , 

откуда 

111 

но такъ какъ 

йХ = йХ^ -)- йХ, + (/Х» , 



йХ = — [тV^■' — пщ^^} . 

Всякую конечную длину криволинейнаго пути матер1альной точки 
мы разобьемъ на рядъ посл'Ьдовательныхъ элементовъ, съ постоян- 
ныяи ускорениями. Если двнл;ен1е непрерывно, то конечная скорость 
предыдущаго элемента будетъ начальною скоростш послЪдующаго. 
Называя черезъ V^,Vз...V скорости въ концахъ втораго, третьяго 
и т. д. до посл'Ёдяяго «-наго элемента разсяатриваеиаго пути, мы 
найдемъ, что работы ускорительной силы, (?Х,, (1Ь^,...д,Ь, на этлхъ 
элементахъ будутъ 



Складывая предыдущ1Я равенства (алгебраически), кы получаемъ 
въ лЪвой части алгебраическую сумму 
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йЬ^ -I- (77,, + . - - (?Х , 

которая аредставйтъ работу ускорительной силы, действующей не- 
прерывно и переи^нно, на всЪхъ элелентахъ пути 08, отъ того м4ста, 
где скорость движущейся точки есть V^, до того м1;ста, гдЪ эта ско- 
рость есть V. Называя эту интегральную работу черезъ X, 
мы получплъ въ результат! сложения упоиянутыхъ равенствъ: 

^ = -Г~-Т- (11=) 

откуда видкмъ, что р а б о т а ускорительной силы н а в с н к о м ъ 
пути лзи-Ьряется прирашенгеиъ кинетической энер- 
г111 на этомъ пути. 

Если шы имЪеиъ цЪлую снстелу матер1альныхъ точекъ, то ра- 
бота ускорптельныхъ силъ для каждой лзъ нихъ выразитсн разност1Ю 
(115). Алгебраическую сумму живыхъ силъ всЬхъ движущихся то- 
чекъ системы, взятую для дапкаго момента времени, будемъ назы- 
вать кинетическою э н е р г I е ю системы. Если мы обозначимъ 



т=1^.. 



----^т^, (116) 



гдЬ алгебраическая сумма берется по всЬмъ единовременнымъ скоро- 
стямъ точекъ системы, п если мы подъ X буденъ подразумевать работу 
БС'Ьхъ ускорптельныхъ силъ, при одновременномъ переходе точекъ 
системы отъ одн'Ьхъ скоростей къ другпмъ, то очевидно, получимъ: 
1^Т~Т^. (117) 

Обратимся теперь къ работе, совершаемой силами, приложенными 
къ точкамъ системы, при дМствительномъ перем'Ьщен1И этихъ по- 
слЪднихъ. Пусть ёз будетъ элеиептъ пути, пройденный одною изъ 
точекъ системы въ течен1и элемента вреиени Ш; если Р представ- 
ляетъ величину и паправлеше силы, приложенной къ этой точкЪ, то 
работа силы -Р при упоиянутомъ перемЬщен1И будетъ ^^^^(Р.йз) из. 
Соотношен1е между суммою работъ силъ, прпложениыхъ къ точкамъ 
системы, и суммою работъ ускорительных'1, силъ представляется 
услов1емъ (92') для всякихъ совмЪстныхъ возмошныхъ перс«'11шен1й 
системы. Но данныя дЪйствительныя .совм'Ьстныя перемещения точекъ 
системы очевидно тоже принадлежатъ къ числу возкожныхъ; поэтому 
услов1е (92') должно относиться также и къ действительнымъ пере- 
мещен[ямъ, для которыхъ оно обращается въ 
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У 1^5' С08 (Ъ" , аз) —тд соз (д , (?к Л из ..О, (118) 

А^'- -1 < 

гд* алгебраическая сумма берется по всЪмъ точкамъ системы. 

Если УСД0В1Я, связываюш1я возкожныя перем'&щен1я точевъ си- 
стемы, остаются одпя и тЪже для всякаго времени, то очевидно, что, 
рядонъ съ систеиой д-Ьйствительныхч. перем1щен1Й, непрем'Ьныо должна 
существовать система другпхъ возможпыхъ перемещений, прямо про- 
тивоположныхъ первымъ. Если тавъ, то выражен1е (118) должно 
для каждой системы Д'Ьйствптельныхъ перемЪщепШ обращаться въ 
ну1ь. Д-Ьйствительпо, если-бы это выражсше дЬжалось отрицатель- 
пымъ для системы д-Ьйствительныхъ перем-Ьщен^й, то оно д1;лалось-бы 
необходимо положительпымъ для системы возможпыхъ перемЪщен1Й, 
прямо противопоюжпыхъ д'Ьйствительнымъ; а положительпымъ оно 
по услов1Ю пе можетъ быть нп при какой системе возможныхъ пе- 
рем'Ащеп1й. Итакъ, полагая (118) равнымъ нулю к пойня (114), 
мы получаемъ, что работа приложенных!, силъ равна работ* ускори- 
тельныхъ силъ; т. е.: ' 

"У Г СП8 11'\(1з)^з-^Уа (~) , (1 19) 

или такъ какъ сумма прпращен1й какжхъ либо величинъ равна оче- 
видно приращен1Ю суммы этихъ величинъ, то 



V С05 С^"" , (?») (^8 = й У ^ ^= (7Г , 



(120) 



(Xй^; + Уау + г^г) = ЙГ ; (120)' 

т. е. работа пр пложен пых ъ сплъ при каждомъ элемеи- 
тарномъ перемещен! и точекъ спстемы, обусловлен- 
номъ этими силами, измеряется соотв4тственнымъ 
прпращен1едъ кинетической энерг1и системы. 

Складывая работы, производимый приложенными силами на каж- 
домъ изъ ряда последовательныхъ элеиентарныхъ перемЬщен1й си- 
стемы, мы получймъ работу Д произведенную упомянутыми силами, 
при любомъ конечномъ переы'Ёщен1И системы изъ одного положен1я 
въ другое. Точно также, складывая приращек1я кинетической энерГ1и 
нри тЪхъ-же элеиентарныхъ перем'Ьщен1яхъ, и помня, что кинетическая 
энерг1Я при конц!'. одного переи'Ьщен1я будетъ очевидно начальною 
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для посл'Ёяующаго перемещен! я, мы получимъ прирзщен1е кинетической 
энерг1и па всемъ конечномь переход*. Следовательно, обозначая че- 
резъ Го и Т начальную и конечную величины кинетической энергьи, 
соответствующей данному переходу, мы получимъ, на основан1и (120): 
1=^Т~Т^; (121) 

т. е. работа силъ, обусловливающихъ движение систе- 
мы, равна всегда соответственному конечному или 
беЗЕОнечпо малому 11риращен1ю кинетической энер- 
г1и системы. 

Бъ случае игновенныхъ силъ, исходя изъ условия (93)', если 
оно для действительнаго движен1я обращается въ нуль, иаеемъ: 

ибо силы, действующ1я въ течен1и безвонечно малаго времени I, 
могутъ быть приняты постоянными, а соответствующее дв1шен1е — 
равномерно ускореннымъ. Поэтому заменяя въ (93)' возможныя пе- 
ремещен1я ох, ^р, &е дейтвительными <^ж, Ау, йг, получимъ: 

У^Л±^ + ^Лр + ^Щ'')^т-т„. (ту 

ИЛИ такъ какъ 

^■^ ^ ^ ео& (^ , х) и т. д., м=7соёС1^,ж) и т. д. 

где V есть результирующая отъ и, V, м-', и такъ какъ 

совС^", х)ио&(У,х) -\'(^08(^, у) еоб (V , у) -\- сон (^, г)со5('У ,г) 
= с^5(^, Г), 
то (121)' можно иредсгавить въ такоиъ виде: 

У^^[V,тв{^, Г,)+ Vсов(^, 7) = Т~-Т,, (121)" 



У^^(V,^^)^т- 



Итакъ, для измерен1я работы, произведенной силами, прило- 
женными къ точкамъ системы, нужно знать, кроме массъ, связан, 
ныхъ съ этими точками, еще только ихъ начальныя и конечныя ско- 
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рости, независимо отъ формы пути, пройденнаго каждою точкою, или 
отъ изи'Ьнен1Я силъ, дМствовавшихг на этомъ пути. Но отсюда не 
сл^дуетъ однако, что упомянутая работа И1и приращен1е кинетиче- 
ской энерг1И не зависитъ, при данной форм* пути, отъ величины силъ, 
Д'ЬВствующихъ на важдоиъ его элемент'Ь, или, при данныхъ си- 
лахъ — отъ формы пути; ибо, хотя работа силъ и вычисляется только 
съ П0М0Щ1Ю начальныхъ и конечныхъ скоростей, эти послЬдн1я од- 
вано, при разлйчныхъ силахъ и при различныхъ формахъ путей ихъ 
точекъ приложен1я, вообще будутъ различны. 

Должно обратить внииан1е па то, что, на основанп! общаго усло- 
В1Я движения (118), только сумма работъ приложенныхъ силъ равна 
суммЪ работъ ускорительиыхъ силъ, и сл'Едовательно — приращенш 
суммы живыхъ силъ системы. Но изъ этого равенства не сл'Ьдуетъ 
общее заключен1е, что работа каждой отдельной силы, действующей 
на какую-либо точку системы и обусловливающей ея движен1е, вообще 
равна работ* ускорительной силы, приложенной къ той-же точк*. 
Поэтому приращен1е живой силы каждой отдельной точки системы, 
измеряя работу ускорительной силы этой точки, независимо отъ ве- 
личины ускорительиыхъ си.1ъ другихъ точекъ, не будетъ вообще пред- 
ставлять также работу силы, приложенной къ этой точкЪ. Точно также 
работа потерянное силы не будетъ равна нулю для каждой отдельной 
точки системы, при ея дЪйствительноиъ движен1и, а будетъ нулеиъ 
только сумма работъ потерянныхъ силъ для вс];хъ точекъ еист*'мы. Толь- 
ко въ случаЁ, если точки системы совершенно свободны, приложенный 
силы тождественны съ ускорительными, н всЬ заключен1я, относя- 
Щ1ЯСЯ въ работЪ ускорительиыхъ силъ, им^готъ мЪсто и для работы 
приложенныхъ силъ. 

Кинетическая энерг1я, представлля нЪвоторую работу, изме- 
ряется очевидно единицами работы, т. е. эргами. Единиц'Ь кинетиче- 
ской энерпи будетъ очевидно соотв'Ьтствовать живая сила единицы 
массы, обладающей скоростш Кз, или живая сила двухъ единицъ 
массы, обладающихъ скоростш, равною единиц*. 



§ В4. Работа взаимныхъ силъ. 

Прежде всего припоиыииъ, что взаимный силы, по самому сво- 
ему опред*лен1ю, суть силы центральны я; т. е. лин1я направления 
каждой изъ взаимныхъ силъ, действующихъ на данную матер1альную 
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точку, непренгнно проходитъ черезъ какую нпбудь другую мате1)1алы1ую 
точку, или, другими словами, всякая сила, Д'Ьйств1е которой иы объ- 
ясняеиъ ирясутств1емъ З1атер1альиыхъ массъ, должна разбиваться 
на составляющ1я, направлеиныя къ какимъ либо Л1атер1альнымъ точ- 
камъ. Такъ наприм11ръ, если мы им'Ьемъ де'& точки Л ш В, изъ ко- 
торыхъ къ одной, доложимъ точки Л, приложена и'1;Е0торая сила Р, 
то существован1е этой силы мы только тогда можемъ объяснить 
присутств1емъ точки В, и говорить что В д'ЬЙствустъ на А 
съ силою ^^ когда Р паправлеиа по лин1и ЛВ] въ протпвномъ 
случай мы должны певать, или предполагать, еще друг1я матер1алы1ыя 
точки, одну или несколько, воторыя также дЬйствуштъ на точку А, 
по лишяиъ нхъ разстоян1Й тавимъ образомъ, что ихъ силы, слагаясь 
съ силою, направдеиною по АВ, даютъ въ результат* силу К Еслп 
какое нибудь т4ло, которое мы можемъ всегда рэзсматривать, кавъ 
совокупность матер1альныхъ точевъ, обусловлнваетъ свопмъ присут- 
ств1емг силы. д'ЬЙстБующ1я на другое тЬло, то существован1е этихъ 
посл'Ьднихъ мы можемъ лишь тогда объяснять, согласно съ третьимъ 
за к он омъ Ньютона, только пр11сутетв1емъ уполапутаго тЬла, когда 
каждая изъ силъ, д^Йствующихг на второе т^ло, разбивается на 
составляющая, иаправлоппыакъточканъ перваго тШа. Въпротивпомъ 
ноыъ случае мы должны искать или предполагать существован1е ещ"- 
другихъ псточнпковъ силы. Точно также, принимая, что псточникъ 
силы всегда найдется въкавоялнбо матер1альиоЙ зтсс!;, мы должны 
принять, строго говоря, что одна и таже данная масса, находясь въ 
одноыъ п тоэ1ъ-же 110ложен1п относительно другой массы, дЬйствуетъ 
на эту лосд'Ьднюю всегда однимъ и тЬмъ-же образомъ; сл4довательно, 
каждая изъ двухъ равныхъ взаимныхъ силъ, съ какими д-Ьйствуютъ 
другъ на друга дв1 данныя а1атер1альпыя точки, останется всегда 
одна л таже, если взаимное положеп1е двухъ точекъ, т. е. ихъ раз- 
стояП1е, не измЬпптся, какъ-бы ни измЬнллось при этомъ ихъ поло- 
жеп1е отпосительно другихъ точекъ. Если при одномъ и тоиъ-же 
разстоян1и между двумя взаимодействующими точками, но при раз- 
ныхъ положен1яхъ ихъ линш соеднкеи|а въ пространств!, величина 
с-илъ, дЪйствующихъ па ту или другую точку, будетъ м'Еняться, то 
мы должны приписать такое измЪнени внешней силЬ, источпикъ ко- 
торой находится внЬ об-Ьихъ данныхъ матер1альныхъ точекъ. 

Переходя къ работ* взаимныхъ, т. е. центральныхъ силъ, 
ыредставимъ себ! сперва прост-Ьйш^Й случай, когда матер1альная точка 
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Рир. 61. 



А (рис.61) притягивается или оттал- 
кивается другою неподвижною матер!- 
альною точкою О. Если точка Л свобод- 
на и на нее дЪйствуетъ только сила, ис- 
\оцящая изъ О, то она 5удетъ явигать- 

СЯ БЪ ту или другую сторону но ЛИП1И 

ОА. Пусть Л11Н1Я АО представляетъ 
длину пути, нройденнаго точкою А. 
Разбивая эту длину на элементарпыя 
части посредствомъ безчисленнаго мно- 
жества точекъ Й, с, й и т. д., откладывая на перпендикулярахъ, воз- 
ставлепныхъ изъ этнхъ посл'Ьдннхъ къ лиюи АО, величины силъ, 
Д'Ьйствующпхъ на точку Л, въ ея различиыхъ разстоян!яхъ отъ О, 
я соединяя концы упоиянутыхъ нерпендикуляровъ непрерывно кри- 
вою ^М, мы получимъ площадь АЬМСх, которой величина яредста- 
ВЕТЪ, ПО § 2(), работу. нереи'ЬнноЙ центральной силы, действующей 
на точку А, на ея пути АО. Такъ какъ разсматриваемая централь- 
ная сила изи-Ьняется только съ изм4нен1е]яъ разстоян1я А отъ О, 
то эта сила будетъ одна и таже на поверхности какой либо сферы, 
описанной изъ О, какъ центра; т. е. на точку А^ пом'Ьщенную въ 
различныхъ пунктахъ упомянутой сферической поверхности, будетъ 
действовать сила одной и той-же величины, если эта сила обуслов- 
ливается только присутств1емъ катер1эльной точки О. Предноложимъ 
зат'Ьмъ, что точка А не свободна, или что на нее дМствуютъ еще 
друг1Я силы, 0ТКЛ0НЯЮЩ1Я ее отъ нрямолинейпаго пути АО. Пусть 
А' п О' будутъ начальное и конечное лоложен1я движущейся точ- 
ки на ея новомъ пути, отстоящей отъ О на столько-же, на сколь- 
ко въ первомъ случай отстояли положсн1п А и О. Пусть кривая А' 
Ъ' с' ■ ■ -О' представляетъ форму новаго пути между упомянутыми 
пределами. Эта кривая вообще можетъ не лежать въ одной плоскости. 
Описавъ около О, какъ центра, рядъ сферъ, проходящихъ последо- 
вательно черезъ точки Л, Ь с . . . , мы разсЬчемъ этими сферами 
кривую А'О' на элеиентарныя частя АЬ' Ъс' и т. д. Направлен1я 
силы въ точкахъ А\ Ь'., с'.,, представятся рад1усами АО.. Ь'О, 
с'О..., а ея величины (тЪ-яе, что въ точкахъ А, Ь, с...)— -пер- 
пендивулараии АЬ, ЬЬ\ сЬ" . . . Отрезки А'Ь" Ъ'с" с'Л" . . . и т. д. 
представятъ проложен1Я элемевтарныхъ путей на направлеН1я силъ, 
д'ЬЙствующихъ на этпхъ путяхъ. Упомянутые отрЬзки будутъ оче- 
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видно равны соответственно отр'Ьзкамъ ЛЬ, Ьс, ей ... , такъ кавъ 
всЪ сферы В0!1центр11ческ1я. Работа силы на каждомъ изъ элементовъ 
пути будетъ равна произведе1пю изъ величины силы (наприи'Бръ — 
ЛИН1И с^) и проложе111Я элемента пути на паправлен1е силы (т. е. 
напримЪръ, отрЬзка с'с1'\ пли равнаго елу а^). Такимъ образомъ, 
сумма эленентарныхъ работъ на отрЪзкахъ пути Л'Ь', Ь'с\ с'д) . . . 
выразится черезъ 

Х1,.А^+*Х'.й^-г • ■ ■ 
= ЛЬ .АЬ + ЪЬ'.Ъс-{-сИ'.Ы^- ■ - , 
то есть тою-же площадью АЬМО, что въ первомъ случае. Итакъ, 
если точка движется подъ д'ЬЙств1емъ центральной силы, то работа 
этой последней имЬеть одну и туже величину, как1е-бы пути нв про- 
ходила движущаяся точка между двумя своими данными положен1ями, 
или вообще между двумя данными сферами, описанными около цент- 
ра силы. 

Если точка Л остается неподвижною, а точка О движется, подъ 
действ1емъ центральной силы центра Л, отъ нервоначальнаго раз- 
СТ0ЯН1Я равнаго ОЛ до конечнаго разстоян1я НА = 00, то, по ра- 
венству взаииныхъ силъ, работа приложенной къ О силы будетъ 
таже, какъ при движен1и точки Л между тЪмк-же разстоян[ями. Дей- 
ствительно, чтобы представить эту работу графически, мы должны 
строить отъ точки О туже самую площадь, какъ прежде отъ точки 
Л, ибо, по равенству взаимныхъ силъ, отъ точки О влЬво, вдоль по 
лиши ОА, будутъ возставлепы так1е-же перпендикуляры, какъ Л^, 
ЪЪ' и т. д. КромЪ того, хотя въ посл'Ьднемъ случае сила, д'&йствую- 
щая на точку О, будетъ противоположна по знаку сил*, действующей 
Еъ первомъ случае на А, но и перемещение точки О, подъ дей- 
ств1емъ упомянутой силы, будетъ противоположно по знаку перем'Ь- 
щен1ю точки А; следовательно работа силы, действующей на О въ 
разсматриваемомъ случае, будетъ равна по величине и по знаку ра- 
боте силы, действовавшей на А въ предыдущемъ случае. Если обе 
точки А к О движутся заразъ съ одинавими скоростями, не изменяя 
следовательно своего разстоян1я, то работы пхъ взаимныхъ силъ 
будутъ равны, но противоположны по знаку, ибо силы эти равны и 
противоположны, а переиещец|я ихъ точекъ приложения въ дапноиъ 
случае одинаковы по величине и по знаку. Если обе точки А я О 
движутся какъ угодно, и къ ихъ перемещешю будутъ приложены еще 
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пере)1*1це111я, 0Д1шак1я ;[ля о5Ъихъ точекъ по величине и по знаву, 
то сумма работъ двухъ разсматриваемыхъ взаииныхъ силъ при этоиъ 
не изм'Ьннтся. Д'Ьпствнтельно, работа каждой изъ двухъ силъ на но- 
выхъ путяхъ, произшедшихъ отъ приложен1Я вышеупомянутыхъ до- 
бавочиыхъ переи'Ьщен1й, будетъ равна (по § 26, (62')} сумм! работъ 
на прежнихъ перем'Ьщешяхъ и на прибавочныхъ; но работы обЬихъ 
взаииныхъ силъ на этихъ послЬдннхъ псрем4щек1яхъ равны и про- 
тивоположны; следовательно алгебраическая сумма работъ на резуль- 
тнрующихъ перемЪщен1яхъ останется прежняя. 

Предположияъ теперь, что обЬ точки Л и О движутся заразъ 
по какииъ угодно путямъ и переходятъ отъ разстоян1я VI между 
ними къ разстоян1ю '(з, опредЪлимъ соотв'Ьтствующую сумму работъ 
взаииныхъ силъ обЬихъ точекъ. На каждыхъ двухъ соотв^тствую- 
щихъ элементахъ путей, проходимыхъ одновременно точками Л в. О, 
будемъ прилагать къ перем'ЬщеН1пмъ этихъ точекъ новыя перем^ще- 
шя, одинак1я по величин* и знаку; крон! того выберемъ эти по- 
сл-Ьдн1я такъ, чтобы они были еще всегда равны и противоположны 
соответствующему перемешен1ю одной изъ точекъ Л или О. Сумма 
работъ разсматриваемыхъ взаииныхъ силъ отъ такихъ прибавочныхъ 
переи'Ьщен1Й не изменится, и будетъ очевидно таже самая, какъ въ 
томъ случае, когда одна изъ точекъ была-бы неподвижна, а другая 
перемЬщалась-бы съ разстоян1я у, относительно первой на разстояше 
Уа . Но величина этой последней работы не зависитъ отъ формы пути 
движущейся точки между предельными разетоян1ями ^х и у^; следо- 
вательно заключаемъ вообще, что сумма работъ каждой пары 
взаимныхъ силъ не зависитъ отъ формы путей, про- 
ходимыхъ обеими взаимодействующими точками и 
остается всегда одна и таже между одними и теми-же 
предельными взаимными разстоян1ЯМИ обеихъточекъ. 

Если несколько свободныхъ или связныхъ матер1альныхъ точекъ 
действуютъ другъ на друга со взаимныик силами, то сумма работъ 
всехъ этихъ силъ при какомъ нибудь перемещеюи точекъ будетъ 
слагаться изъ работъ силъ, съ которыми каждыя две изъ точекъ 
системы действуютъ другъ на друга, ибо работа равнодействующихъ 
силъ равна сумме работъ слэгающвхъ. Но сумма работъ каждой пары 
взаииныхъ силъ будетъ определяться только качальнымъ и конеч- 
ными разстоян1ями соотвЬтствующихъ двухъ матер^альныхъ точекъ; 
следовательно вообще: сумма работъ всехъ взаимныхъсидъ. 
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действующ и хъ между матер1альны'11И точками, ( 
водными или несвободными, данной системы, (тгтает- 
гя всегда одна и таже пр11перем*щен1яхъ»еждудвумя 
данными относительным и расположениям и этнхъ то 
чекъ, по каким ъ-бы путямъ окЪ ни перемещались меж 
ду двумя упомянутыми размещениями. При этомъ остается 
постоянною и сумма работъ каждой пары взаимныхъ силъ, но оче- 
видно — не каждой изъ взаимныхъ силъ отдельно, и ме каждой резуль- 
тирующей взаимныхъ силъ, приложенной ВЪ той или другой Т0ЧЕ4 

системы. Если начальное и конечное размЬщен1я точекъ системы сов- 
надаютъ, то работа взаимныхъ снлъ обращается въ нуль: следова- 
тельно, если точки системы, выйдя изъ н-Ькоторыхъ положен1П, посл-Ь 
ряда перемещений опять возвращаются къ этимъ положен1пмъ, то 
при этомъ работа взаимныхъ силъ равна нулю. 

Если мы им'Ьемъ п матер1альныхъ точекъ, составляющцхъ дан- 
ную систему и движущихся нодъ д'Ёйств1емъ пхъ взаимныхъ силъ, 
то, выделивши нзъ числа п число ш иатер1альныхъ точекъ, мы мо- 
жемъ утверждать, что работа взаимныхъ силъ между этими т точками 
будетъ одна и таже для всЬхъ путей между двумя данными размЪ- 
щен1ями м точекъ; но при этоиъ не будетъ одна и таже работа всЬхъ 
силъ, действующихъ на эти точки, ибо къ нимъ прилагаются еще 
силы, зависящ1я отъ оетальныхъ п — ш точекъ системы; а работа 
этихъ силъ будетъ тогда, при данныхъ услов1яхъ, одна и таже, когда, 
при различныхъ путяхъ выдЪленныхъ т точекъ между двумя дан- 
ными ихъ разм'Ьщен1ями, остальныя п — т точекъ будутъ каждый 
разъ перемЪнщться только въ предЬлахъ между двумя одними и тЪми- 
же расположен1ЯМИ относительно разсматриваемыхъ т точекъ. 



§ 35. Занонъ сохраненш энерпи. 

Изъ объясненныхъ въ предыдущемъ параграф* свойствъ работы 
взаимныхъ силъ непосредственно сл^дуетъ, что прираще|[1е кинети- 
ческой 9нерг1И системы точекъ, находящихся только подъ Д'Ьйств1емъ 
взаинныхъ силъ, остается одно и тоже при перем4шен1и точекъ между 
ихъ двумя данными рас[10лоя;еи1ями, независимо отъ формы ихъ пу- 
тей. Действительно, приращен1е кинетической энерпи изи11ряетъ (по 
§ 33) работу всЬхъ силъ, приложепныхъ къ точкамъ системы, при 
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упомянутомъ переи4щен1и; но такъ какъ по предпо10жеи1ю приложен- 
ныя силы суть взаииныя, то эта работа, а слЪдопательно и изме- 
ряющее ее приращение кинетической энерг1и, не зависитъ отъ формы 
пути между двумя данными расположен1ЯМИ точекъ системы относи- 
тельно другъ друга. Выведенное слЪдствге известно подъ именемъ 
закона жквыхъ силъ. и предетавдяетъ формулировку одной сто- 
роны. бодЪе общаго закона — сохранения экер г! и. 

Иъ видЪ нримЬра представимъ себе случай, когда некоторая 
материальная точка движется водъ д4йств1емъ постоянной по величине 
и направлен1ю силы ^'(напр. силы тяжести) между двумя плоскостяви 
(рис. 62} аа йЬЬ, перпендикулярными къ направлешю Р. Силу ^' можно 
разскатривать здЪсь, какъ центральную, при- 
^^^;_^. ^ ^^^^^ д'Ьйствующ1Й центръ находится всегда на 

уУ\ ^х безконечномъ разстоян1И отъ движущейся точ- 

■ е"^- — V'"' кн. Работа силы Р будетъ при этомъ одна и 
таже, проходптъ-ли точка свободно длину аЬ 
въ направлен1и силы, или, БСлЬдств1е огра- 
Рис. 62. ничивающдхъ ея свободу препятств1й, она дви- 

жется между т-Ьми-же плоскостями по кривымъ ас, аЛ, или ае. Точно 
также, во всЬхъ упоманутыхъ случаяхъ будетъ одно и тоже прира- 
щеН1е кинетической 9нерг1и системы, которая тутъ состоитъ вся изъ 
живой силы движущейся точки. Если первоначальнаа скорость точки 
въ а есть нуль, то въ конц-Ь важдаго изъ упомянутыхъ путей, эта 
точка очевидно пр1обр'Ьтетъ одну и туже скорость V (по величин*) 
независимо отъ формы путей, ибо приращсн1е ея живой силы, рав- 

пое при этомъ условш -^- , будетъ всегда одно и тоже. 

Представимъ себЪ некоторое заран-Ье опред'Ьленное раз»Ъщен1е 
матер1альныхъ точекъ, свободныхъ или нЬтъ, находящихся подъ дФЙ^ 
ств1емъ взаимныхъ силъ, и назовемъ это размЪщен1е буквою Л. 
Лредположимъ затЪмъ, что точки системы движутся отъ нЪкотораго 
своего первоначальнаго положен1я, въ которомъ кинетическая энерг1я 
системы равна Тц, п на пути своего движен1я проходятъ черезъ раз- 
чЪщен1е, для котораго кянетич(!скан эперпя системы дЪлается рав- 
ною Т. Тогда разность Т— То измЪряетъ положительную или отри- 
цательную работу, выполненную взаимными силами системы на пути, 
между двумя упомянутыми разм4щен1амй ея точекъ. Но такъ какъ съ 
другой стороны, эта работа не зависитъ отъ формы путей точекъ 
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лп'жду раз«4ш(!Н1ЯМИ (Т^ и (Т), то мы можемъ ее вычнелить, пред- 
полагая, что система приходитъ иаъ положен1я (Т^ въ положен!? 
(Т), переходя на своемъ пути черезъ разм'Ьщсн1е Л; т. е, работа пза- 
имныхъ силъ,на пути между (Т^ II ("У), будетъ очевидно равна суммЬ. 
работъ, которыя были-бы совершены, если-бм система перем'Ьща^^эсI^ 
отъ (Т^ къ А, и зат'Ьмъ— отъ Л къ (Т). Обозначимъ черезъ м„, 
работу взанмпыхъ снлъ между раз)1'Ёще111ямп (Т„^ » А, а черезъ. ад- 
работу при переходе отъ размЬшен1а (Т) въ А. Тогда очевидно,— ш 
выразитъ работу ири переходЪ отъ А въ (Т), ибо работа, па пути 
отъ (Т) къ ^. и опять въ (Т), должна быть равна нулю. Такимъ. 
образомъ, работа, при посл'Ьдовательныхъ переходахъ между разм'Ьще- 
Н1ЯМИ (Т^, А п (Т); выразится черезъ Шо— ю, и слЪдовательно- 
(си. (121)): 

Г- Г„гг.т(о„-(о, (122) 

1!ли: 

Г-Мо=Г^ + ы„, (123) 

гдЪ подъ Т мы шожемъ подразум'Ьвать кинетическую энерг1ю системы 
въ любомъ ея положен!)!, во время дввжен1Я изъ начальнаго поло- 
жен1я (Оо, а подъ ш — соотБ1'.тствующую работу, воторую должны вы- 
полнить взаимный силы, если система будетъ вавъ-либо переведена 
изъ разсматриваемаго переходнаго состоян1я (Т) въ н1;которое за- 
ранЪе определенное состояние А. Эта работа ш, воторую силы си- 
стемы изъ какого либо ея даннаго еостоян1я им'Ёютъ возмож- 
ность выполнить, при переходе въ другое, заранЪе разъ на всегда 
отмеченное, состоян1е, называется потенц1алькою анерг1ек( 
системы въ ея данномъ состояН1и, Очевидно, что потенц1алы1ая энер- 
г1я по своей величин* завнситъ только отъ относнтельнаго разм*- 
щен1Я точевъ системы. Убыль потснц1альной энерг1и между двумя 
состояньями системы, Н1И ел отрицательное приращен1е (т. е. раз- 
ность ш„ — (О между величинами потенп1альной эиерг1и въ первомъ н 
во второмъ С0СТ0ЯН1И), измеряетъ соответствующую работу взаии- 
НЫХ'Ь сплъ. 

Уравнен1е (123) повазываетъ, что если точки системы,. 
выйдя изъ определеннаго своего начальнаго полож е- 
Н1я, будутъ двигаться подъ действ1емъ взаимныхъ 
сил ъ, то вовсе время движен1я сумма изъ поте и Ц1а ль- 
ной и кинетической аперг|н системы останется неиз- 
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н*нною. Уравнен1е-а!е (12'2) вырашаетъ очевидно упомянутый въ на- 
чали параграфа завонъ живыхъ силъ, который можетъ быть 
формулированъ ещц такимъ образомъ: приращение кинетиче- 
ской энерг1И системы точек ъ, движущихся подъ дЪй- 
ств1емъ взаимныхъ сйЛ'1, измеряется убылью потен- 
ц1альной энерг11г, и не завис и тъ отъ формы пути меж- 
ду двумя данными разм*шен|ями точек ъ. 

Выбравши для данной системы, вмЪсто размЪщеша еа точекъ 
А, какое нибудь другое размЪшен1е Д по маправлен1ю къ которому мы 
будемъ отсчитывать потенц1альную энерг1ю всЬхъ другмхъ состоянШ 
системы, мы тЪяъ еамымъ изм'Ьнимъ величину потенщальной экерг1И 
для важдаго изъ состоян1й системы. Но легко видЪть, что эта величина 
изменится для всЬхъ разм'Ьщен1й на одно и тоже количество, такъ что 
разности между величинами потенц1альной энерг1и для двухъ какихъ ни- 
будь еостояН1Й системы всегда останутся одне и тЪже, независимо отъ 
выбора заранее отм'Ьченныхъ состоян1й А или В. Это очевидно уже 
мзъ того, что упомянутая разность величинъ -потенц1альной энерпи 
для двухъ какихъ либо состоян1й системы, представляя работу вза- 
имныхъ силъ между этими состоян1ями, остается всегда одна и таже. 
Кроме того, сл'Ьдующ1я сообрэжен1я позволяютъ намъ определить, на 
сколько изменятся величины потенц1альной энерпи для разныхъ со- 
стояшй системы, съ переменой размещен1я А на размешен1е В. Пусть 
ы^ и 0)^ будутъ величины потевц1альной эвергш двухъ состоянШ (1) 
в (2), по отношенш къ размещенш А; пусть ш/ и ш^' будутъ так1я- 
же величины тЪхъ-же состояний, по откошен1ю къ размещеп1ю .В, и 
пусть а будетъ величина потенц1альноа энерпи состоян1я А, по от- 
ношенш къ размещен1Ю В; т. е. а будетъ равно работе взаимныхъ 
силъ при иереходе отъ А къ В. Тогда, на основан1и известныхъ 
свойствъ работы взаимныхъ силъ, ихъ работа между (1) и В, т. е. 
О)/, будетъ равна работе между (1) в А + работе между А а В., т. е. 

ш^' = (О, + а и ш^'^-ш^ + и, 
а следовательно: (124) 

что и потребовалось доказать. 

Следовательно, относительно кавого-бы размещен!я А точекъ 
системы (но всегда одного) мы ни считали величины ея потеиц1аль- 
ной энерг1и для различныхъ моментовъ движен1я, сумма изъ потен - 
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ц|альной и кинетической энорг1и будетъ во все время двйжен1я оста- 
ваться неизм'Ьпнош. Д'ЬйстБИтельно, прибавляя къ обЪимъ частямъ 
(123) совершенно произвольную постоянную величину а, мы ймЪемъ: 

у^(о-Ьа = 7', + Шу + а, 
или но (124): 

Г-г и>' = Гц + адо'- (125) 

Сумма изъ потенц1альной и винетической энерпи называется 
эцерг1ею системы, л уравнен1я (123) и (125), увазывающ1я 
на постоянство величины этой энерг1и во время двнжен1я, выражаготъ 
законъ сохранен1Я энерг1И, величина которой не можетъ 
быть изнЬнена взаимными силами системы; т. е. 

Т^ы--'--Сопя*. ■ (126) 

Система точекъ, энерг1я которой остается неизм'Ьнпою вовремя 
движен1я, называется консервативною. 

Постоянная величина (Со!181:апз) въ выражении (126), представ- 
ляя количество энерг1и системы, предетавляетъ также очевидно съ 
одной стороны потепц1альную эпергш системы для того моменталь- 
наго ея состояния, при вототомъ Т=(*; но такъ какъ 






и является суммою существенно положительныхъ членовъ, то ока мо- 
жетъ обращаться въ нуль только тогда, когда каждый членъ суммы бу- 
детъ нуль, т. е. когда бсЬ V^=^0■. сл'Едовательно Сопз». представитъ потен- 
Ц1альную эперГ1Ю для того момента времени, когда всЬ скорости систе- 
мы будутъ нулями. Съ другой стороны, Сон81. можно разсмэтривать, 
вакъ величину кинетической энерг1и системы для того ея состО!!Н1Я, 
въ которомъ ея потенц1альпая энерГ1я обращается въ нуль. Итавъ, 
чтобы изм'йрить количество энерг1И системы, нужно знать или 
ея потенц1альную энерГ1ю для разм'Ьщен1я съ нулевыми скоростями, 
или ея 'кинетическую энерг1ю для размЪщен1я съ нулевой потен- 
циальной энерГ1еЙ. 

Абсолютная величина энергш системы остается произвольною 
въ выражен1яхъ (125) и (126), ибо она завиеитъ отъ произвола въ 
выборЬ разиЪщен1я А, относительно котораго считается потенциаль- 
ная энерг1я; но разъ будучи выбрана тою или другою, величина энер- 
Г1й не изм-Еняется во все время движен1я системы. Однако упомя- 
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нутая произвольность исчезаетъ, если мы рааъ на всегда условимся 
выбирать такое разм^щен^е А, которое было-Йы связано съ извест- 
ными опред'Вленныни свойствами системы въ соотвЬтствующемъ еа 

С0СТ0ЯН1И. 

Между БсЬии разм'ЬшеН1ями, въ которыя иогутъ пр1Йти точки 
системы, отправляясь изъ Н'Ьвотораго соетоян1я (1), мы выберемъ 
такое (Л), относительно котораго потенц1альная энергия, т. е. работа 
между (1) и (А), будетъ наибольшая. Тогда легко вид15ть, что по- 
тенциальная энерг1я какого либо другаго разм'Ьщен1я (2) системы 
относительно (Л) будетъ тоже наибольшая. Д'Ьйствительно, пусть и^ 
и 10^ будутъ величины потенц1альной энерГ1И для состояп1я (1), ог 
счатанныя соответственно относительно разм^щешй (А) и какого-либо 
другаго Д тогда по услов1ю П^ > ад^. Если теперь П^ н ш, бу- 
дутъ подобнаго-же рода величины потенциальной энерпи для состоя- 
Н1Я (2), то на основан1и (124): 

и следовательно 

П,, > (О, . {121} 

Кроме того, для каждаго соответствующаго размещен1я наиболь- 
шая величина потенц1альпоЙ энерг1п П должна быть положительною, 
ибо относительно какого-бы другаго размещеП1я, кроме (Л), мы ни 
определяли величину потенц1альной энергит со, мы должны иметь 
всегда П>ш; НО между всевозможными величинами, который мы мо- 
жемъ приписать о), изменяя выборъ отмеченнаго размещешя В, 
есть также и величина ы:=0, которую получимъ, если размещение 
Б отождеетвнмъ съ разсматриваеиымъ состоян^емъ (ш); следова- 
тельно между прочимъ должно быть также всякое П > 0. Определяя 
вышеуказаннымъ способомъ величины П потецц1альной энергии для 
различныхъ расположен1Й точскъ системы, мы можемъ выбрать такое 
ра-змещенге (В), для котораго величина П относительно (А) будетъ 
больше, ченъ для каждаго изъ остальныхъ. Назовемъ черезъ ^ эту 
возможно наибольшую величину потенц1альноЙ энерг1и системы отно- 
сительно размешеН1я (А). Тогда ^ представите очевидно наибольшую 
работу, которую когда либо могутъ выполнить взаимныл силы дан- 
ной системы, и будетъ служить мерою, такъ сказать, могущества 
системы. Действительно, работа, которую взаимный силы системы 
могутъ выполнить между какими либо другими размещен1ями (1) и 
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(2), не совпадающими съ (Л) и (В), будетъ всегда меньше (если 
не равна) ^, ибо эта работа выразится разност1ю П^ — П^ ; а такъ 
какъ по условш 0<,и^<с^ и о < П^ < ^, то П^ — П^ < © — II,; но 
П^ > О, следовательно и подавно П, — П^<^. 

Если П будетъ величина потенц1альной энерпн системы, въ 
одномъ изъ ея состоян1й, относительно размЬщен1я {А), то подобная 
же величина того-же состояния, относительно разм*щен1Я (Л), будетъ 
очевидно 7г = П — ^ и следовательно всегда отрицательная, ибо 
Л < ^. Крои-Ь того, т: будетъ наныенальная пзъ всЪхъ величинъ по- 
тенциальной энерпи, который иы можемъ приписать данному поло- 
жен1Ю точекъ системы, изменяя выборъ сравниваемаго разм'Ьшен1я. 
Действительно, пусть (^ будетъ величина потенц1альной энерг1И. въ 
разсматриваемомъ состоян1н, относительно некотораго размещен! я 
(В')\ тогда 

где ^' есть работа между (В') а (Л), которая по условию всегда меньше, 
чемъ ^, т. е, — чемъ работа вежду {В} в [А); следовательно 1:<<^. 
Такииъ образомъ мы определили два предела тг и П, между 
которыми лежать величины, могуш1я быть приписаны потенц1альной 
энерпи « системы въ даннояъ ея состоян1и, при чемъ всегда 

П~7:=^. (128) 

Введен1емъ наибольшей величины потенц1альноЙ энерг1и въ уравне- 
ше (123), выражающее завонъ сохраненья энерпи, иы можемъ дать 
этому уравненш более определенное механическое толкован1е. Ымея 
въ такомъ случае для каждаго момента движен1я равенство 

Г+П^ГуЧ-М,, (129) 

мы видпмъ во ыервыхъ, какъ и прежде, что количество энерг1и си- 
стемы Т-\- П во время движен1я остается неизменнымъ, при чемъ 
оба вида энерпи увеличиваются или уменьшаются на счетъ другъ 
друга; т. е. одинъ ея видъ нереходптъ въ другой, или наоборотъ. 
Кроме того, мы не моЯсемъ себе представить никакого такого перво- 
начальнаго положешя системы, для котораго было-бы П(, > (^ или 
Пп<0. Но величина кинетической энергш Г„, въ первоначальномъ 
положен1и, можетъ быть какою угодно, разумеется положительною, 
величиною. Следовательно вообще могутъ представиться так1е три 



уСоо^к 



5 35 Глава II, Принципы Динамики. 199 

«дучая: 

1"{„ + Г„=(Э, ГГ, + Г„>(г, По + Г(,<9. (130) 

Въ первомъ случай ур. (129) превращается въ 

Г+П = д, пли Т=—т., (131) 

которое указываехъ, что движен1е совершается изъ положен1Я (П^, Т^) 
такимъ же образомъ, какъ будто оно началось отъ размЬщеигя {В), 
гдЪ Пд = ^, съ первонэчальнымъ запасомъ канетической энерГ1и, 
равной нулю; т. е. система въ полошен1н (П,,) обладаетъ такою ки- 
нетическою энерпею, которая явилась-бы сл'Ьдств1емъ работы взаяв- 
ныхъ силъ системы на пути отъ разм'Ьщешя {В) до разм'Ьщен1я 
(Пц), съ начальными скоростями равными нудю. Если на систему 
не дМствовалн до начала ея движе[пя никакая вы'Ёшн1я силы, то 
случай (1И1} есть единственный, какой только можетъ существовать. 
Д-Ьйствительно, величина ^ представляетъ наибольшую работу, кото- 
рую когда либо могутъ совершить взаимный силы системы; а тавъ 
вакъ совершенная работа измеряется ирхобр^тенною кинетическою 
эиерг1ею, то система, им-Ья въ началЕ кинетическую энергш нуль, 
не можетъ пр1обр'Ьсть, подъ Д'Бйств1емъ одн-Ёхъ только взанмныхъ силъ, 
кинетическую энерг1Ю большую ^. Во второмъ изъ случаевъ (130) 

гл1; т, представляющее избытокъ энергж системы нротивъ ^, есть 
величина существенно положительная, и должна представлять некото- 
рую кинетическую энергш, ибо потенциальной энергги у системы больше 
^ быть не можетъ. Уравнен1е (129) въ этоиъ случае обращается въ 
Г+П^-^<| + т, (132) 

которое показываетъ, что движен1е совершается отъ положен1п 
(Пц,Т|,) такъ, какъ будто оно началось изъ разм4щен1я (В), съ 
первонэчальнымъ запасомъ кинетической энергии т. Во время движе- 
И1Я Т можетъ изменяться отъ т до §, а П — отъ ^ до нуля. Чтобы 
такое движен1е иы4ло иЪсто, необходимо д'Ьйств1е вн'Ьшнихъ силъ, или — 
непременно мгновенное, если движен1е, по закону (132), действительно 
началось съ {В), или — въ теченьи нЪкотораго промежутка времени, меж- 
ду подожен1ями (В) и (П^), если движен|е (132) началось изъ (Пц). 
Работа упомянутыхъ силъ и обусловитъ приращеП1е еотественнаго 
запаса ^ энерпи системы на величину т. Наконецъ въ третьемъ изъ 
случаевъ (130), когда 

По + Г, = $ - 2 , 
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гд* ^ есть существенно положительная величина, ур. (129) обра- 
щается въ 

Г+П = е-2, (133) 

поторое показываетъ, что движен!^ происходитъ тапъ, какг будто 
система вышла изъ положен1я {^ — ^) съ нулевыми скоростями, 
при чеиъ работа 5", совершенная взаимными силами отъ {В) д» 
{^ — ^), не обратилась въ кинетическую энергш ея массъ, а без- 
возвратно потерялась для системы. БронФ того, при движен!» (133) 
для системы н'Ётъ возможности когда-либо, подъ дЬйств1е«ъ только 
взаимныхъ силъ, пр1йти къ разм'ЬщеН1ю {В), ибо тогда было-бы 
П =: (3, и ур. (133) обратилось-бы въ Т^ — ^, что не имЪетъ 
смысла, такъ какъ Т всегда существенно положительно. Такой слу- 
чай можетъ быть, когда гд^-либо на пути системы, отъ {В) къ (Пр), 
къ ея точкамъ будутъ приложены вн1,шн|я силы, работающ1я п р о т и в ъ 
взаимныиъ силъ системы. Тогда часть естественнаго запаса ^ энер- 
Г1Я системы затратится на поб'Ёждец^е вн'Ьшнихъ сопротивлен1П. Но 
очевидно, что кравн1Й пред'Ьлъ, къ которому стремится величина ра- 
боты вн'Ьшнихъ сопротивленШ (силъ), выполнимой на счетъ могу- 
щества системы, есть ^, ибо при ^ ;= д» мы им'Ьемъ 

что не им-Ьетъ смысла, ибо П и Т существенно положительны. СлЬ- 
довательно, въ этомъ случаБ, всегда Т~0 и П = О, т. е. система 
лишена движения и снерг1в. 



Разсмотр'Ьнные выше случаи могутъ быть наглядно пояснены 
прим^ромъ движен1я простаго маятника. 

^' -^-^^-'^- -л' Представимъ себЬ некоторую мате- 

/^.-г?'— 7^^' р1альную точку массы ш, соединенную пе- 

/ "\ у^ \\ сгибаемою и нерастяжимою нитью ? съ не- 

1 / \ ''^ ) нодвижнымъ центромъ О (рис. 63). Въ ка- 

\^..Р. ..^^Ъ^. комъ-бы изъ возможныхъ положее1й Л. В, 

■1^_ .р>=„ .,;<:::^ -1г с,(1,е... вокругъ центра О мы ни пред- 

^^ ^ ставили себ1; точку иг, къ ней будетъ всег- 

^ ^ ^ да приложена сила 1'\ одной и той же ве- 

Гкс. 63. , ,, 

личины II на][равлен1я. Бъ данноиъ слу- 
чае система состоитъ изъ точки т и другой некоторой матер1аль- 
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ной точки, неподвижной и безконечно удаленной отъ О. Всл^детвге 
этого сила Р, обусловливаемая этою второю 111атер1альною точкою, 
будетъ постоянна и саиа себ'Ь параллельна. Рази'Ёщен1е системы ме- 
няется постольку, поскольку изменится положен1е точки т. Мо- 
гущество системы изморится работою силы Р на пути между поло- 
жен1ями В а Л, а будетъ 

д=--1'.АБ = Р.21. 034) 

Боложеше В будетъ соответствовать равноБЪе^ю пашей движущейся 
точки, если она въ втонъ положеН111 ле обладаетъ никакою скорост1Ю, 
ибо зд^сь сила Р направлена перпендикулярно къ возможпыяъ для 
точки перем'Ь1цен1ямъ, которыя, въ случаЬ несгибаемости нити I, мо- 
гуть происходить изъ В только по кругу. Но движен1е отъ В ста- 
новится БОзможнымъ, если точка будетъ какъ угодно мало отклонена 
отъ положен1я В, или если ей будетъ въ этоиъ положении сообщена 
какая-либо какъ угодно малая первоначальная скорость; т, е. движен1е 
будетъ возможно, если первоначальный величины П^ иди Т^ бу- 
дутъ кавъ угодно мало разниться отъ нуля, положимъ — на величину е. 
Въ такомъ случае во все время двнжен1Я мы будемъ иы^ть: 

ИЛИ, обозначая черезъ Л высоту точки, въ какой либо моментъ ея 
движен1Я, падъ плоскостью ^?^Г, перпендикулярною къ Р (т, е. — одну 
изъ величинъ АС, ЛВ. . .), мы будемъ очевидно им^ть: 

П = Р.П 11 "''^^Р.Н=-^Р.-21-{-1, (135) 

При чемъ количество энергп! во время движен1я не равно строго 
^'. 2/, но на какъ угодно малую разницу больше этой величины. Смо- 
тря по направлен1ю вышеупомянутой первоначальной скорости или 
первоначальнаго отвлонен1я, точка т будетъ двигаться отъ В по 
той или другой сторон'Ь круга Д (7, с, е, при чемъ потенцьальнаа 
энерг1Я системы будетъ уменьшаться, переходя въ кинетическую. 
Эта последняя достигнетъ своей наибольшей величины въ точкЪ А, 
гд'Ь 7^ = О и следовательно — ^= Р- ^?. Положеше А опять соот- 
вЪтствуетъ равнов'Ьс1Ю точки т, будетъ ли нить I несгибаема или 
Н'Ьтъ, лишь-бы она была нерастяжима. Но остаться въ этомъ поло- 
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хенш точка не можетъ, обладая скорост1ю г\\ са-Ьяователь!!!) дви- 
жете будетъ продолжаться въ направлен!» скорости г-^, при, чемъ 
кинетическая энергия будетъ уменьшаться, переходя въ потенц1аль- 
ную, и доствгнетъ своей наименьшей величины въ Д гд'Ь и = Р/М 

и — ^=г. Если въ положении В точка т ооладаетъ нЬкоторымъ 
коиечныыъ запасоаъ 2|-, кинетической энерг1и, то во все время дви- 
жен1я 

и мы будемъ опять им^ть непрерывное движен1е по кругу, при чемъ 
Т будетъ изменяться отъ Зу до К21-\-Т^,, а П — отъ Р.21 до ну- 
ля, и обратно. Запасъ энергш системы будетъ больше ея могуще- 
ства, и часть этого запаса всегда останется въ вид^ кинетической 
энерг1и. Итакъ мы вндимъ, что всякое, какъ угодно малое, измЬне- 
Н[е эиерг1и системы въ ея положении равнов'Ьс1я В ооусловливаетъ 
нарушен1е этого равнов'Ьс1я я вызываетъ дальн-Ейшее преврашен1е 
одного вида энерпи въ другой, т. е. движен1е. Во все время носл'ё- 
дующаго движен1Я, количество энерГ1й можетъ быть больше или почти 
равно могуществу системы, но пикакъ не меньше его. Положен1е В 
называется, на основан1и вышесказанныхъ свойетвъ, положеньемъ не- 
устойчиваго равновЪС1я, 

Если точка ш находится гдЪ нибудь между положен1ЯМИ В к А, 
то равновЪС1е невозможно, и она будетъ двигаться вообще въ гто- 
року сообщенной скорости, или — въ сторону ноложптельнаго д'Ьйств1я 
силы, если первоначальная скорость нуль. Пусть й„ будетъ высота 
первоначальнаго положен1я надъ плоскостш ЛИ (при чеиг Ь„<'1}) 
и ^п^^первоначальная скорость. Тогда во все время движен1я, 

^ + _?-;, ^ '!!Ь>! + ^и^^ , (137) 

при чемъ очевидно можетъ быть, ^что 

'^ + ^'Л„<^'.2/. (138) 

Движен1е начнется съ уменьшен1я Л, если г^,, направлена въ сторону 

положительнаго Д'Ьйств1а силы К Тогда кинетическая энерг1Я -х- 
начнетъ увеличиваться и при Ь^О. т. е. въ А, достигнетъ 
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наибольшей величины, поел* чего потенц1альная 8нерг1я начнетъ увели- 
чиваться, а кинетическая уменьшаться, и эта посл'Ьдняя достигнетъ, при 

й = /гд, своей первоначальной величины - ■" , по другую сторону отъ 
Л, на своемъ кругооомъ пути. Отсюда движен1е будетъ продолжаться 
въ сторону ии'Ьющейся у точки скорости, т. е. въ сторону увели- 
чивающагося к, до т*хъ поръ, пока V не обратится въ нуль на та- 
кой высотЬ Лр что 

^■А, = '^?|а!+^-Ао, (139) 

что всегда воаможно, если правая часть (139) меньше могущества 
1\21 И1И равна ему. Въ послЪднеиъ случаЪ очевидно будетъ ^1—2?, 
и точка, прШдя въ Б и не обладая никакою скорост1Ю, тамъ оста- 
новится. Если же ^^^<V, то движен1е пойдетъ назадъ, н точка по 
другую сторону круга опять подымется на высоту А^, и т. д.; но 
никогда уже не попадетъ въ положен1е В. 

Итакъ мы заключаемъ, что егли точка начннаетъ свое движен|е 
йзъ полошен1я Д то естественный запасъ энерг1и системы, т. е. 
ея могущество, лв,аястсл въ ц'Ьлости, и во время движе111Я превращается 
въ кинетическую энерг1ю; если же движен1е начинается отъ промежу- 
точныкъ положена между В я А, безъ первоначальной кинетической 
энерг1}1, то часть естественнаго запаса энерг1и системы является уже 
израсходованной, и только ея остатокъ превращается затЪмъ въ кине- 
тическую энерг1ю, Въ такоиъ случаЪ мы должны или считать поло- 
жение -В, какъ недостижимое для системы, и мирить могущество си- 
стемы не работою между В ш А, а. работою между крайпимъ дости- 
жимымъ положен|еиъ, напр. с или й?. и Л\ или мы должны себЬ 
представить, что система действительно вышла изъ Д но на пути 
до положен1Я к^ на нее действовали внешняя силы, которыя урав- 
новешивали силу -Р, вплоть до положения А^. Въ такомъ случа* пер- 
воначальная, какъ угодно малая, скорость не могла увеличиваться 
отъ В до А(,; а работа силы Е на упомянутоиъ пути была равна и 
противоположна работ* вн'Бшнихъ силъ. Но эта работа, равнЗя оче- 
видно Р(21 — Ао), и представляетъ невозвратимую убыль могущества 
системы, о которой было сказано выше. Следовательно ны можемъ 
сказать, что при упомянутыхъ услов1ЯХъ часть энерпи системы 
утрачена безвозвратно на побея!ден1е сопротивлен1я внешнихъ силъ. 
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Если движен1е начинается отъ Л, то 

(140) 

и чЬкъ меньше V^, тБмъ на меньшую высоту поднимется точка надъ 
плоскостш ЛЯ, возвращаясь затЬмъ опять черезъ 1!оложен1е Л на 
другую сторону круга, до той же высоты. Въ полО!кен1е же В она 
лопадетъ только когда 

'^ = М. 
2 > 

Итакъ, всякая сообщенная скорость приводитъ точку изъ В въ ^., 
и только определенная скорость приводитъ ее изъ А въ В. Други 
ми словами, если точка вышла изъ В, то возвратиться туда она 
иожетъ только черезъ А\ выйдя же изъ А, она можетъ въ это по- 
ложен!е возвратиться, не попадая въ В. Положен1е А называется 
положен1емъ у стопчи ваг о равнов'Ьс1Я, 



§ в6. Устойчивость и неустойчивость равновЪс1я взаимныхъ 
силъ. 

Общее УСЛ0Б1С равновЬс]я сплъ, приложенныхъ къ точкамъ дан- 
ной системы, состоитъ, какъ было объяснено въ § '^8, въ томъ, 
чтобы работа упомянутыхъ сила была меньше н.2Н равна нулю при 
всЪхъ возможныхъ безкоыечно .чалыхъ переаЬщен1яхъ системы изъ 
ея положен1Я равновЬс1я. Если силы, условие равнов1;с1Я для кото- 
рыхъ разыскивается, суть взаимный, то работа этихъ силъ при вся- 
комъ иа)1'Ьнен1и оостояи1а системы можетъ быть выражена съ помо- 
щью соотвБтствующаго изиЬнен1я потенц1альноЙ энерг1и П. Действи- 
тельно, если П представляетъ величину нотенц1альной энергш въ 
начал'Ь какого вибудь нерем'Ьшен1Я системы, а II' — ея величину въ 
концЬ перем'Бщен1я, то разность П — II' выразитъ очевидно работу, 
произведенную взаимными силами системы во время упомянутаго пе 
рем'Ёщен1я. Но съ другой стороны разность П' — П есть ничто иное 
какъ приращен1е потенцгальной энерпи на разематриваемомъ пути. 
Следовательно работа взаимныхъ силъ, между двумя положеи1ями то- 
чекъ системы, изнуряется отрицательнымъ приращен1емъ потеец1ал 
ной энерГ1и (т. е. — ((!' — П)) между зтиии ноложек1ЯМи. Предста- 
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вляя себЪ два совершенно произвольный безнонечно близ!11я другъ 
къ другу разм'Ьщен1я точекъ систены, и обозначая черезъ Ш соот- 
вЬтствушщее безконечно малое приращен1е потенц1альноЙ энергии 
Бторэго положен1Я передъ первымъ, мы заключаемъ, что для равно- 
в4с|я взаимныхъ силъ въ первомъ изъ упомянутыхъ положетй 
должно быть 

— 0П = 0, т. е. оП = 0, (141) 

при всякяхъ Бозиожпыхъ перем'Ьщен1яхъ точекъ системы изъ разсма- 
триваемаго положен1я. Птакъ, если иы будемъ перемешать точки си- 
стемы изъ ихъ положеН1я равновГ.С1я въ друг1Я возможныя положе- 
жен1я, безконечно мало разнящ1яся отъ перваго, то при всЬхъ та- 
кихъ перем'Ьщен1яхъ поте11Ц1альная энерГ1Я системы или не должна 
изменяться (когда 5П = 0), пли должна увеличиваться (когда ^11>(5), 
Если потенц1альная энерг1Я, при переход* системы изъ положен1я 
равнов'Ьс1Я во всевозможныя сосЬдн^я положен1я, увеличивается, то 
очевидно въ самомъ положен!)! равнов4с1я величина П есть наимень- 
шая въ сравнен1и со смежными положеН1ями. Разсмотримъ зпачеше 
того случая, когда оП = 0. 

Предполошимъ, что величина потенц1альной 9нерГ1и П, изме- 
няясь въ зависимости отъ разс10ян1й 1\,г^. . .г^ между точками си- 
стемы, переходитъ последовательно черезъ рядъ значен1Й отъ вели- 
чины П^ къ величин* П,: пусть (^^П, (/дП, (?зП. . . и т. д. будутъ 
посл11ДОвательныя безконечно иалыя положительный ил» отрицатель- 
ныя прирашеп1Я, которын, будучи одно за другимъ приложены яъ 
величин* П^, превращаютъ ее въ П^; т. е. пусть 
Г11 + Й1П -К^зП -ь . . - = 112, 
при чемъ упомянутый приращен1Я им*ютъ м*сто всл*дств1е того, 
что величины ?\.г^...г„, отъ которыхъ завкситъ П и съ изиене- 
теиъ которыхъ оно меняется, тоже послЕдовательно возрастаютъ 
на положительныя или отрицательныя безконечно яалыя величины 
(?Г1, (7га . . .(7г„. Если П, въ промежутке между своими значен1ями 
П, и П;, приниваетъ наибольшую (тах1т11т) или наниеньшую 
{т1П1шит) величину, то последов ательныя значен1й П: 
П1, П^+Й.П, П, + Й1П + 'г,П, . . .П,+Й1ПЧ'й,П4-<7зП+ . . ., 

не могутъ очевидно быть каждое больше предыдущего или каждое 
меньше предыдущаго. Действительно, П переходя черезъ свое наи- 
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большее или наименьшее значен1е, не можетъ постоянно увеличивать- 
ся или постоянно уменьшаться; но должно или сначала увеличиваться, 
а зат'Ёмъ уменьшаться, или наоборотъ. Сл(1довательно, въ данпояь 
случай одни изъ приращен1й (^^П, а^аГГ... должны быть положитель- 
ными, а друпя — отрицательными, канъ-бы мы ни изменяли величины 
г, , г 2 . . . Гп , лишь-бы существовало услов1е, что зависящая отъ 
этихъ послЬднихъ величина П въ упояянутомъ промежутв1> иолу- 
чаетъ наибольшее или наименьшее значен1е. Такая иерем-Ьна знака 
у приращсн1й величины П должна совершаться именно какъ разъ 
при ея переход11 черезъ свое наибольшее или наименьшее значен)е. 
Наоборотъ, если приращсн1Я величины П, при данныхъ безконечно 
малыхъ изм'Ьнсн1ЯХЪ положен1й точекъ системы (т. е. изъ взаим- 
ныхъ разстоян1й), М'Ьнаютъ свой знавъ съ положительнаго яа отри- 
цательный, то величина II переходитъ черезъ шахшит; въ против- 
номъ случае, т. е. при перем^нЪ отрицательнаго знака праращен!й 
на ноложительный, она переходитъ черезъ шЫюит. 

Если какая нибудь величина, изменяясь непрерывно, т. е. скач- 
ками, которые могутъ быть сд11ланы меньше всякой данной величи- 
ны, переходитъ отъ своихъ отрнцательныхъ значен1й къ ноложитель- 
нымъ, или наоборотъ, то при эюмъ одно изъ ея промежуточныхъ 
значеН1Й должно быть очевидно нулемъ^ хотя наоборотъ— равенство 
нулю еще не обусловливаетъ необходимо переиФну знака, ибо, на- 
прим'Ьръ, величина, будучи положительна, можетъ уменьшиться до 
нуля, а затЪмъ опять возрастать отъ нуля, оставаясь положитель- 
ною. Следовательно, если величина II переходитъ черезъ тах1тит 
или т1штит, то ея приращение ЙП, мЬняя при этомъ свой знакъ, 
въ н4которыхъ случаяхъ можетъ переходить черезъ нуль; именно, 
когда это ёП вблизи отъ упомянутаго П1ах1тит'а или ттшшт'а 
изи'1&ияется непрерывно, т. е. такими скачками, которые въ сравне- 
н1и съ Ш могутъ быть приняты безконечно малыми. Если это по- 
сл:Ёднее услов1е непрерывности при приближен1и къ тах. илитшт. 
не удовлетворено, то (Л1 можетъ при этомъ и не обращаться въ 
нуль. Действительно, вообще говоря, можетъ случиться, что, при- 
ближаясь къ шах. или т1шт. величины П, съ помош1К1 посл^дова- 
тельныхъ безконечно малыхъ изм^нени взаимныхъ положен1Й то- 
чекъ, мы будемъ и величину Л изменять безконечно малыми скач- 
ками на (/П, но тэкимъ образомъ, что важдыя поглЬдующ1я ёП не 
будутъ постепенно уменьшаться до нуля; въ такомъ случае, при пе- 
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реходЪ черезъ тах. илитшпи., Ш только перемЬнитъ свой знакъ, 
но не перейдетъ черезъ нуль; т. е. мы не будемъ въ состоянии подъ- 
искать на данномъ пути такихъ изм4нен1й положен1Й точекъ 
стемы, при которыхъ соотвЪтственное изм'Ьнеше Ьеличвны II было 
бы равно нулю. Такимъ оГфазомъ, перевгна знака прирэщен1я дан- 
ной величины есть необходимое услов|е ея перехода черезъ 
наибольшее или наименьшее значеп1е; обращен1е же этого пряраще' 
Н1Я въ нуль есть только возможное услов1е упомянутаго перехода. 
Если сл11довательно мы вОобразпмъ себЬ нашу систему въ такомъ 
разм1;щен[и, которое соотвгтствуетъ так1т. или ттпп. ея потен- 
ц1альной энерпи, и будемъ затЬмъ безконечно мало пзм1;нять это 
разм'Бщен1е, то въ случае тах1т. необходимо будемъ иыЬть 
отрицательный прира1цен1Я величины II, въ случай т!шш. наоборотъ 
ВС'!; возможные оП вообще будутъ необходимо положительны; но 
въ тоиъ и другонъ случа* также возможно, что всЬ или н^вото- 
рыя изъ Ш обратятся въ нули. 

Для пояснен1я предыдущего обратимся къ случаю маятника, 
разобраннаго въ носл'Ьднемъ параграф*. Если нить маятника не 
только нерастяжима, но и несгибаема, то масса т можетъ прибли- 
жаться къ положен1ямъ тах1т. и шшт. потенц1альной энерГ1и, 
т. е. къ точкамъ В а Л, или отъ нихъ удаляться, только но кру- 
гамъ рад1уса I, которые будутъ ' лежать очевидно на сфер* того же 
рад1уса, касательной въ точкахъ Б а Л къ плоскостямъ 1Г1Г и 
ИП. Следовательно, если при этихъ услов1ЯХЪ мы будемъ выводить 
систему безконечно мало изъ положешя тах, или тт., то точка т 
будетъ перемещаться по эленентаыъ плоскостей НЧ!' или НН, ко- 
торые эти плоскости им^готъ общими со сферами возмошныхъ пере- 
вещенШ; но такъ какъ при этомъ разстоян1е точки т отъ плоско- 
сти не будетъ меняться, то ея потенциальная энерг1Я при подоб- 
ныхъ безконечно малыхъ перем'Ьщен|нхъ не изменится, и прираще- 
шя (5П этой посл-ЬднеЙ следовательно будутъ равны нулю. Но если 
нить, будучи нерастяжимою, можетъ сгибаться, то точка т можетъ 
уйти взъ положен1й Л или В вдоль по дин1и ЛВ. Еъ такомъ слу- 
чае, какъ-бы ни было мало изменение положения точки вдоль по 
упомянутой ЛИН1И, оно будетъ сопровождаться соответственвымъ из- 
менен1емъ ея разстоян1Я отъ плоскости НН, а следовательно я от- 
рицательнымъ или положительнымъ безконечно малымъ приращен1емъ 
сооветственной величины П, отличнымъ отъ нуля: но знакъ этого 
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прйращен1я всегда будетъ отрицательный, если точка выйдетъ взъ 
В, и положительный, если она выйдетъ изъ А. 

Итакъ, обозначая черезъ оП безкон. малое нрирашен1е величи- 
ны П, при безконечно маломъ иерек'БшеШй системы изъ даннаго по- 
ложеп1я по любому нзъ возможныхъ для ея точекъ путей, мы за- 
ключаешь, что Бъ случае, П тах., упомянутое Ш должно быть или 
отрицательное, кли нуль, т. е. 

5П=0, (142) 



, случэ'Ь, П т1тга.: 



(143) 



Сравнивая вышепрнведенныя условия шахгпшпГа и пйштит'а съ 
услов1емъ равновЪс1я, 

мы находимъ, что система, съ наименьшею потенц1альною энерНею, 
всегда удовлетворяетъ услов1ю равнов'Ьс1я, а система, съ наиболь- 
шею потенц1альною энерг1ею — только тогда, иогда, прп всЬхъ воз- 
можныхъ для нея пзъ упоиянутаго тах1т11т'аперем'&шен1яхъ, |5ГГ=0. 
Следовательно, точки системы никогда пе могутъ начать движен1я 
изъ положен1я наименьшаго П безъ д4йстб1я вн'Ьшпихъ силъ или 
безъ заранЪе сообщенных'], скоростей; т. е. если кинетическая энер- 
Г1я системы въ положен1и, П т1шт., есть нуль, то двцжен1е всег- 
да невозможно. Если система находится въ размЪщен1и, П тах!т,, 
и ея кинетическая энерг1я при этоиъ равна нулю, то иногда дпи- 
жен1е системы невозможно. Такъ, въ нашемъ примйр-Ь, маятникъ не 
выйдетъ неносредствевно изъ ноложен1я Д только если нить несги- 
баема. вслЪдетв1е чего двия!ен1е должно происходить по кругу. Въ 
протиБНОМЪ случай положеН1е В не будетъ положен1емъ равнов1^с1я. 
Вышеизложенныя заключен1я, вытекая непосредственно изъ услов1й 
равнов!.С1я, могутъ быть также выведены изъ ураЕнеН1Я сохранен1я 
энерг1и, 

Т+ П^Г.-^-По, при Т^ = 0. (144) 

Такъ какъ въ положен1яхъ, безконечно близкихъ къ тшгт,, будетъ, 

По-П = 0, то ^=0, (145) 

что указываетъ на отсутств1е и невозможность движен1я, ибо Т, бу- 
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П'.) 



дучи всегда существенно положительной величиною, не можетъ сде- 
латься меньше нуля, и обращается въ нуль, когда В1'ё члены суммы 
Т. т. е, вс'Ь скорости, суть нули. Точно также въ случа-Ь тах1т. 
йудсмъ ииЬть 



По 



-П— -^1 И соотн-Ётстиенно: Т—-0. Т~:>0^ 



(146) 



т. е- движен1я не будетъ только въ случа'1;, когда П„— !! = (?. 

Разсмотримъ теперь, каково 5удетъ движен1е системы, выведен- 
ной изъ ея положен1Я равнОЕ'Ьс1я, соотв'Ьтствующаго тах. или т1п. по- 
тенц1альной энерг1и. Выведена кзъ положен1я равнов'Ьс1я система мо- 
жетъ бытк двоявимъ способомъ: или ея точкаиъ будутъ сообщены 
(конечно внешними силами) Н'Ёкоторыя скорости, т. е. н-Ькоторое 
приращение кинетической энерг1и, или точки системы будутъ пере- 
двинуты въ вакое либо соседнее раз)1'Ёщен1е безъ сообщен1я имъ ско- 
ростей, т. е. будетъ изменена потенц1альная эперг1н системы. ( 
тимся сперва къ положенш равнов*с1я, соответствующему наиболь- 
шей потенциальной энерГ1и, т. е. П„ ^ (^. Если точкамъ системы со- 
общено нЕкоторое количество кинетической энерг1И т, то во все 
ия движения должно быть 

2'^П=(3^т. (147) 

Такъ какъ на первыхъ элементахъ движен1я, по услов1ю (145), 
(^— П — О, то -Г—"; но зат^мъ П должно уменьшаться и следо- 
вательно Т — ■ увеличиващ>ся. Такимъ образомъ для системы будетъ 
возможно, подъ вл1ян1емъ первоначальнаго толчка, все большее и 
большее отступлен1е отъ положен1я равновес1я, какъ бы ни былъ 
малъ этотъ толчекъ, т. е. какъ бы ни была мала величина т. По- 
этому соответствующее положен1е равновЪс1я называется не устой 
чивымъ. Упомянутое выше увеличен1е величины Т будетъ продол- 
жаться до техъ поръ, пока уменьшающаяся величина П не переста- 
нетъ получать отрицательныхъ приращен1й, и не начнетъ снова у 
личнваться, получая уже иоложительныя приращен1Я, т. е. пока П 
не достигнетъ своей наименьшей величины, при чемъ система прой- 
детъ черезъ новое положение равновес1я. Но въ этоиъ новомъ по- 
ложении равновес1я система не остановится, ибо ея кинетическая 
энерпя тутъ очевидно не будетъ равна нулю; следовательно, движв' 
Н1е будетъ продолжаться съ увеличивающейся потенц1альною энер- 
Г1ею и уменьшающеюся кинетическою до новой перемены знака у 
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(/П, когда П достйгаетъ наибодьшей величины, а Т— наименьшей. 
Но такъ какъ наименьшая величина 2' не можетъ оыть меньше т, и Г не 
обратится въ нуль, то движен1е будетъ продолжаться изъ вновь до- 
стигнутаго положения равпов-^С1я, и т. д. При этомъ нужно заме- 
тить, что при описанноиъ движен!!! системы между абсолютными 
тахш. и пишт., соотв'Ьтствующими равенствалъ П :^ ^ и П.^0, 
величина поте11Ц1альной энергш можетъ принимать рядъ относитель- 
ныхъ тах. и шш., соотвЪтствуюшихъ тоже положен1яиъ равнов'Ё- 
С1я; но тавъ как'ь ни въ одномъ изъ этихъ 11оложен1й величина Т 
не можетъ обратиться въ нуль, то система въ нихъ останавливаться 
не будетъ, ПрнмЬръ такого рода относительныхъ таит, и т1шт. 
можемъ впд'Ьть при двкжен1и точки, подъ д'Ьйств1емъ постоянной си- 
лы, между двумя нерпендикулярными къ направлен1ю силы плоско- 

_в д стями Л'Л' и НН (рис. 64) по кривой 

БтМАМпВ, на которой положеН1Я В и 
Л будутъ соотв'Ьтствовать абсолютнымъ 
тахип, п ттпп., положен1Я Ж— относи- 
тельныиъ тах1т., а положен1я «г— отно- 
""• ' сительнымъ шш1т. 

Положиыъ теперь, что точки системы выведены, безъ сообщешя 
имъ скоростей, изъ положен1я равнов1;с1я, и нритомъ — какъ угодно 
иаю; т. е. пусть Пр уменьшится на какъ угодно малую, но отлич- 
ную отъ нуля величину ^^, тогда очевидно, система пр1Ядетъ въ дви- 
жен1е, ибо услов1я раввов'Ьс1я уже не будутъ выполняться, и во вре- 
мя движен1я будетъ 

Г + П = е - 9 , (148) 

откуда видпмъ, что Т будетъ увеличиваться до т4хъ поръ, пока П 
не достигнетъ наименьшей величины. ЗатЪмъ Т будетъ уменьшаться 
и обратится въ нуль, при 11^(^^(/. Дальнейшее увеличен1е П не 
будетъ возможно, такъ какъ тогда Т должно бы было сделаться от- 
рицатсльнымъ. Но такъ какъ ноложен1е и.^^ — § не удовлетво- 
ряетъ услов1ю равновЕс1я, то ДЕИжен1е будетъ продолжаться, и опять 
повторится уменьшен!е П и увеличен1е Т. Такимъ образонъ, система, 
разъ выйдя въ данномъ случай изъ положен1Я неустойчиваго равно- 
В'Ьс^я, уже въ него не возвратится. 

Предположимъ теперь, что система качинаетъ свое движен1е 
изъ положенЬ! устойчиваго равнов4с1я, съ первоначальною кинетв- 
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ческою энерг1ею т, которая иожетъ быть предположена какъ угодно 
малою. Тогда П^ = 0, Т^^—т, и уравнен1е сохранен1я энерг1и при- 
нимаетъ видъ 

2'+П = т, (149) 

откуда видииъ, что П мояетъ увеличиваться только до величины т, 
когда Г обращается въ нуль, ибо, при II >т, Г должно бы было сде- 
латься отрйцатсльныиъ, что невозкожно. Достпгнувъ положен1я (П = т ), 
система въ немъ не останется, ибо услов1Я равновЪс1Я не будутъ 
удовлетворены, так1> какъ для системы въ этомъ ея положении бу- 
дутъ возможны так1я перем'Ьщен1я, при которыхъ П будетъ умень- 
шаться. Итакъ, наступитъ движеП1е системы, при которомъ П будетъ 
уменьшаться, а Т увеличиваться до 11=^0 ц"Т='г, т. е. до воз- 
врата въ положен1е равиовЪс1я, изъ котораго система опять вый- 
детъ, чтобы снова возвратиться, и т. д. Такое поло!К(!Н1е равнов'Ьси, 
въ которое система снова возрашается, будучи изъ него выведена, 
называется устоЯчивымъ, 

Если система будетъ выведена изъ положен1я устойчиваго рав- 
нов'Ьс1н безъ сообщения ея точкамъ скоростей, и доведена до поло- 
жен1я, съ потенц1альною эиерг1ею ^, а зат-Ьмъ будетъ предоставлена 
самой себе, то во все время движен1я будетъ 

т^и=^, (150) 

откуда видимъ, что система опять возвратится въ положен1е П = 0, 
чтобы снова выйти изъ него и дойти до Т^О и П=:9', и т. д. 



§ 37. Превращен1е, передача и трата энергЫ. 

Всякое движен1е консервативной системы, подъ д'ЬЙств1емъ еа 
взаимныхъ силъ, мы можемъ разсматрнвать, какъ ЕОсл'&довательное 
увеличете количества энерг1и одного вида на счетъ уменьшен1я энер- 
ГП1 другаго вида, т. е. какъ процессъ превращения или потенциаль- 
ной энерпи въ кинетическую, или наоборотъ. Превращен!е потен- 
ц1ал1>ной энергии въ кинетическую им'Кетъ очевидно мЪсто, когда си- 
лы системы въ общей сложности выполкяютъ положительную работу, 
которая въ этомъ случаЬ тратится на увеличеа1е кинетической энер- 
Г1и, уменьшая запасъ работы, подлежащей выполнеП1Ю, т. е. потен- 
и1альную энерг1ю. Такого рода превращен1е будетъ продолжаться до 
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т'Ьхъ лоръ, пока потенц1альная энерг1Я «е уменьшится до 1ШП1тит'а, 
какъ это было объяснено въ прещдущешъ параграфе. Упомянутый 
гат!тит не есть необходняо аосолштный, т. е. не соогв11тствуетъ 
самой наименьшей велвчвн-Ь потс'нц1альной энерпн системы, какую 
ли можемъ только себЪ представить; но нредставляетъ такую вели- 
чину потенциальной энерГ1и, которая ыен'Ье, чЬмъ всЬ соотв-Ьтствую- 
щ1я сосЬднимъ (съ разсматриваемымъ) положен1ЯМ'ь системы. Другими 
словами, приращен1я нотснц1альноп или кинетической энерг1И могутъ 
переменять свой знакъ не только при абсолютно наибольшихъ или 
наименьшихъ значен1яхъ соотвЬтствующнхъ изм-Ьняющихся велпчинъ, 
но и вообще при всякнхъ зиачен1яхъ, лежащихъ между упомянутыми 
абсолютными тах. и тт.; такого рода перем-Ьны знака будутъ 
обусловливать второстепенны» 1пах1т. и т1шт. Такииъ образомъ, 
превращен1е одного вида энерг1и пъ другой не должно, вообще го- 
воря, продолжаться необходимо до тЬхъ лоръ, пока 01ин1> изъ ви- 
довъ энерг1и будстъ вполнЬ исчррпанъ; но при всякомъ движен!п ио- 
гутъ быть на.5ице нТ.которыя количества того или другаго вида 
энергии, которыя, но услов1имъ движен!:!, никогда не иренратятся 
другъ въ друга. 

Такъ, въ пояснительномъ прим'Ьр!; § :15 мы видЪлн, что, при 
движенп! матер1альноН точки, подъ д'Ьйств1еаъ неизмЬнноЙ силы, по 
кругу, энерг1я системы можегь быть больше могущества системы, 
при чем'Ь часть энерг!» всегда остается въ видЬ кинетической (см. 
ур. (136)}. Другой приы'Ьръ неполнаго превращен1я одного вида энер- 
г)и въ другой мы можеыъ вид'Ьть въ дв1шен1И тЕла около притяги- 
вающаго центра, при чемъ движущееся Т'Ьло то приближается въ 
центру, то отъ него удаляется, какъ при обращеши земли по эллип- 
су, въ фокус-Ё котораго находится притягивающее солнце. Система, 
состоящая изъ неподвижнаго центра 5 (рис. 65) 
и нритягиваемаго имъ тЪла, можетъ очевидно обла- 
дать могуществомъ, представляемымъ работою, ко- 
торую выполнпла-бы сила притяжен1я, при дви- 
жен1и тЬла Е «зъ безконечнаго разстоян1я отъ 5 
до соприкосновеН1я Е съ 5. Но, при данномъ движен1и, наличный 
запасъ энерпи системы можетъ быть вообще меньше во^можнаго мо- 
гущества системы, которому онъ равнялся-бы, еслп-бы двйжен1е на- 
чалось безъ начальной скорости изъ безконечности. Въ данномъ елу- 
ча'К наибольший запасъ потенц1альноЙ энерг11! будетъ соотвЪтство- 
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вать положен1ю В, п этотк запасъ весь превратился-бы въ вннр- 
тнческую энерг1н>, еслиоъ движея1е происходило по лин!» В8. При 
движен1И же вращательномъ только часть этого запаса превращается 
въ кинетическую энерг1ю на пути между В и А\ въ этомъ послЪд- 
немъ положеи1И кинет, энерг1я достигаетъ сравнительно наибольшей 
величины, а потенц. энерг1я — наименьшей: затЬмъ, на пути отъ Л до 
В происходитъ обратное прсврашен1е кинетической энерг1И въ по- 
тенщальную, и т. д., безъ полнаго превращени одного вида энерг1и 
въ другой. Если тЪло Е движется около 5 по кругу, то превраще- 
ние энерг1и вовсе ие им*етъ мЁста, и количество кинетической энер- 
Г1И системы во все врелп движен1я остается постоянны мъ. 

Законъ сохранеН1Я энерг1и, утверждая, что укеньшен1е количе- 
ства одного вида энергии еоотвЪтствуетъ всегда точно такому же 
прнрашен1ю другаго вида, устанавливаетъ количественную эквива- 
лентность обовхъ видовъ энерг1п при и^ъ превращеп1яхъ, 
не опред'Ьляя однако, какое количество изъ нэличпаго запаса всей 
энерг1и системы нодлежнтъ превращен!», т. е. какое количество 
энергш можетъ въ различные моменты движсн1я являться въ томъ 
или другомъ нзъ обоихъ видовъ, ибо, кавъ мы вид'Ьлп изъ пре:1ыду- 
щихъ прим&ровъ, при одномъ и томъ же количсствЪ всей энерг1и 
системы, но при различныхъ родахъ ея двнжен1Я, различныя части 
одного вида энерг1и подлежатъ превращенш въ другой, и обратно. 
Вышенриведенное заключение послужитъ намъ В110сл4дств1и къ уясне- 
Н1Ю значен1л обоихъ основныхч. законовъ механичегвой теор1й тепла. 

ВыдЪлимъ мысленно какую ннбудь часть изъ консервативной систе- 
мы и разсиотримъ энерг1ю этой части, т. е. сумму П + Т, Такъ 
какъ матер1альныя точки, составляюш1Я выделенную часть, подлежатъ 
дЪЙств1Ю не только взаимнмхъ силъ между ними, но и силъ, обусло- 
вленныхъ остальными точками системы, ноторыя должны быть раз- 
. сматриваемы, какъ вн'1шн1я, по отношен!ю къ выделенной части, то 
количество энерпи этой части не будетъ оставаться постоянным!., 
действительно, приращен1е кинетической энррг1и разсматриваемой 
части системы будетъ происходить насчетъ работы не только ея 
взаимныхъ силъ, но и силъ внЪшнихъ, зависящихъ отъ остальныхъ 
точенъ системы; первая работа будетъ обусловлена только взаим- 
нымъ расположен1еиъ точекъ выделенной части; ко вторая работа 
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вром'Ь того еще будетъ зависать отъ распредЕле111Я точекъ осталь- 
ной чЯсти, Следовательно, при дв1шен1И точекъ выделенной части 
отъ одного ихъ взаимнаго распределел1я къ другому, не буцетъ всег- 
да одно и тоже нриращеН1е кинетической энерГ1И этой части, ибо 
при этомъ распред'Ьлен1е разсматриваемыхъ точекъ, по отношен1Ю къ 
остальнымъ частямъ системы, можетъ Йыть различно. Нтакъ, энерг1я 
каждой ОТДЕЛЬНО взятой части консервативной системы можетъ, во 
время движенья этой последней, увеличиваться или уменьшаться. Но 
такъ какъ при этомъ количество энерг1и всей системы должно оста- 
ваться неизм'Ьннымъ, то очевидно, увел11чен1е энерг1и одной части си- 
стемы должно происходить на счетъ ея уменьшения въ другихъ ча- 
стяхъ системы. Такимъ образомъ мы приходимъ къ представлен1ю о 
передаче, распростанен1и, или переходе энерги! изъ од- 
ной части системы въ другую, или вообще — изъ одной части про- 
странства въ другую, т. е. — къ представлен1ю о дв1!жен1и 
энергии. Если наоборотъ въ какой нибудь части разсматриваеиой 
системы количество энерг1и остается неизменнымъ во все время дви- 
жен1Я, то мы должны заключить, что въ этой частя системы суще- 
ствуютъ только взакйныя сплы между составляющими ее матер1аль- 
ными точками, и что остальныя части системы не оказывають бл1я- 
нш па разсматриваемыя точки, т. е. какъ-бы для нихъ не суще- 
ствуютъ. Вообще мы только тогда будеиъ иметь систему матер1аль- 
ныхъ точекъ съ постояннымъ количествомъ энерг1и, когда примемъ 
въ расчетъ все части наблюдаемой нами матер1и, могущ1я какикъ 
либо образомъ действовать другъ на друга, т. е. когда мы включнмъ 
въ нашу систему весь познаваемый нами матер1альцый М1ръ. Для 
отдЪльныхъ частей онред'Ьленнаго такимъ образомъ М1ра сохранен1е 
энергп! не можетъ иметь места, ибо въ такомъ случае часть, съ 
неизм'Ьенымъ количествомъ энерг1И, не претерпевая никакого дей- 
ствия отъ остальныхъ частей и сама на нихъ не воздействуя, не 
существовала бы физически для наблюдателя вне ея, и представляла 
бы собою весь М1ръ для наблюдателя внутри ея, при чемъ конечно 
наблюдатель разсиэтривается , какъ часть системы, подверженная 
темъ или другимъ де^ств1ямъ остальныхъ частей. 

Каждое изъ нашихъ отдЬлышхъ неносредственныхъ наблюдений 
можетъ относиться къ явлен1амъ, обнимающимъ только ту или дру- 
гую малую часть всего М1ра. Поэтому мы не можеиъ ни наблюдать, 
ни представлять себе никакого процесса природы, происходящаго въ 
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ограниченномъ пространств* такъ, чтобы количество проявляющейся 
при этомъ процесс* энерг1в оставалось-бы всегда одно и тоже. То 
что мы въ действительности наблюдаемъ — есть тотъ или другой ко- 
аентъ взаимнаго превращен1я разныхъ видовъ энерг1и другъ въ друга. 
при чемъ количества энерпи того и другаго вида должны быть эква- 
валентны между собою. Такииъ образоиъ, всякое двии1ен1е, наблю 
даеиое или представляемое нами въ какой либо систеи* матер1аль 
ныхъ точекъ, не обнимающей собою всего и1ра, должно быть связа 
но съ уменьшен1емъ пли увелпчен1емъ энерпи упомянутой системы, 
Это изм4нен1е энерпи наблюдаемой системы можетъ происходить или 
непрерывно, или скачками, можетъ состоять въ изм'ЬнеН1и одной 
только потенц1альной энерг1и, или одной кинетической, или обЕихъ 
заразъ. Другими словами, если мы обозначим!, черезъ Е п Е' коли- 
чества энергии системы соответственно для двухъ безконечно близ- 
кихъ моментовъ времени, то разность Е'—Е можетъ быть тоже 
безконечно мала, какъ въ случа! непрерывнаго изм11нен1а энергии, 
или Е'^Е можетъ быть конечною величиною, если энерг1я изм4- 
няетъ свою величину скачками. Кром* того, обозначая черезъ Т и 
Г1 и черезъ Т' и П' количества кинетической и потенц1альноЙ энер- 
г1и системы для перваго м втораго изъ двухъ вышеупомянутыхъ мо- 
ментовъ времени, мы имЁемъ очевидно: 

Т^\1=^Е я Т' + П' == Е>, {\а\) 

всл1;дстБ1е чего приращение энергии системы определится сл'Ьдую- 
шимъ образомъ: 

Е' ^Е ^Т—Т^ П' - П, 052} 

при чемъ является очевидным* значен1е частныхъ случаевъ, когда 
происходитъ изменен1е или одной иотенц1алы!ОЙ энерГ1и, или одной ки- 
нетической, т. е. когда I' = Т, или П' = П. 

ИзмЬнеше одной только цотепц1альной энерг1и можетъ быть 
произведено, когда къ точкамъ системы будутъ приложены внЬп1Н1я 
силы, уравновЪшивающ1я внутренн1я взаимныя силы системы во вся- 
кий моментъ движен1я этой последней. Въ самомъ дЬлЪ, обозначая 
черезъ ёЕ работу упомянутыхъ внЪшникъ силъ, при какомъ-либо 
возможномъ безконечно маломъ изм'ЬнеН1и распределения точекъ си- 
стены изъ ихъ размЬшенШ въ какой-либо моментъ времени, и помня, 
что отрицательное приращение — <?П потенц1альноё энергк системы, 
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при тгхъ-же 1!еремЪщен1яхъ, представитъ соотвЪтствуюшую раб1!ту 
выутреннихъ силъ, мы будемъ иы11ть, на осиовап1и § 28, (76), сл-Ь- 
дующее ус10В1е равнов-Ь<*|я внЪшнпхъ и внутренпихъ силъ для каж- 
даго момента времени: 

йЬ — $1] = 0. (153) 

Обозначлиъ черезъ ^I^ л ^П работу вп11шнихъ и внутреппихъ силъ 
для дЬйствительныхъ безконечно малых.ъ пере1й'Ьщен1Я то- 
чекъ (системы. Если этк иеремЪщенш обращаемы, т. е. если ря- 
доиъ съ пиш! возможны также друг1я сереиЬщен1я, инъ прямо про- 
тивоположныя, то услов[е {^Ь'^) дли таккхъ перемЪщеи1п обра- 
щается въ 

(11 — (Шг,^'). (154) 

Но при лвижен1и системы должно выполняться услов!? (120), кото- 
рое представится вк вндЪ: 

<?Х — (7П — (?Т=0, (155) 

гд'Ь 4Т представляетъ прира1Цен1е кинетической эиерг1И системы. На 
основан1й (155) и (154) имЪемъ, что 

т. е. что кинетическая энерги!, не получая приращен1я, остается не- 
изменною во все время движения. Кроя!; того !1.;ъ услов1я 

<7П = <?г (154) 

видно, что, если дв11жен1е системы происходитъ въ сторону вн^Бш- 
нихъ силъ, т. е. если работа этихъ послЪднихъ, (^^, на каждомъ 
элементе переи*щен1я опредЪляетея положительною, то приращен1е Ш 
потенц1альной энерпи системы будетъ тоже положительно, т, е. эта 
9керг|я будетъ увеличиваться на счетъ работы внеш- 
них ъ силъ; въ обратномъ случаЪ, когда движеН1е таково, что ра- 
бота ЗЬ отрицательна, иотепц1альная энерпя системы будетъ умень- 
шаться, затрачиваясь па работу протнвъ внешни хъ 
силъ, Въ первомъ случаЪ внешняя работа тратите н на увеличе- 
Н1е энерпи системы; во второмъ случае выигрывается внЪшняя 
работа насчетъ затраченной энерг1И. Если вн1;шп1я силы, но 
выполнен1и ими некоторой положительной или отрицательной работы, 
перестаютъ д'Ьйствовать на точки системы, то движен1е этой посл1;д- 
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ней продолжа1:тся съ поотоннною э11орг1ею. но измененною протнвъ 
той, которая им'Ёла мЪсто до начала д'Ьпств1я внЬшнихъ снлъ. 

Если внешняя силы приложены оиисаннымъ способомъ къ точ- 
камъ системы въ тотъ моментъ ихъ движе111Я, когда кинетическая 
энерг1я равна нулю, то эта последняя очевидно останется равною 
нулю во все время, пока дЬЙствують в!1'Ьшн1я силы; т. е. система 
будегь въ повоЪ. Но въ такойъ случае, при неизм11нноиъ распре- 
дЬлен1и точекъ системы, ея потенц1альная энерг1я останется неиз- 
менною. Однако при этомъ достаточно сообщить системе какъ угод- 
но малый запасъ кинетической энергиг, чтобы темъ вызвать непре- 
рывное преврашеп1е внЬшней работы въ потенц1альную энергию, или 
наоборотъ. Увелпчеше потенц1альноп энерг1п произойдетъ, когда со- 
общенвыя скорости будутъ направлены въ сторону д'Ьйств1я вн11ш- 
нихъ силъ; уменьшеЫ1е— когда уиомянутыя скорости обусловятъ дви- 
жен1е противъ д110ств1я внешнихъ силъ. 

СледуюЩ1е простые примеры могутъ пояснить намъ разъяснен- 
ный выше способъ 11зме11ен1я потенц1альной энерг1и системы внеш- 
ними силами. 1) Камень подымается равномерно рукою надъ по- 
верхкост1ю земли, при чемъ, во все время движен1я камня вверхъ 
рука уравновешиваетъ силу тяжести, работа-же руки увеличивэетъ 
потенц!альную энергш системы изъ земли и камня; скорость сооб- 
щается камню рукою при начал* движен1я, и во все время поднятая 
остается неизменною. 2) Точно также, работа руки увеличиваетъ по- 
тенц1адьную энерг1ю системы, когда рука откдоняетъ манткикъ пзъ 
положен1я устойчиваго равновЪс1я, не сообщая ему при этомъ ско- 
рости или когда 3) рука завертываетъ пружину, при чемъ сила 
руки во все время завертыван1я уравновешиваетъ постепенно воз- 
растающую упругую силу пружины. 

Нзменен1е одной только кинетической энерг1и спстемы, незави- 
симо отъ 110текц1альпой, «ы можеяъ представить себе очевидно толь- 
ко мгновеннымъ, и следовательно обусловлеянымъ некоторымъ им- 
пульсоиъ лгновенныхъ силъ, или столкновен1емъ матер1альныхъ то- 
чекъ данной системы съ точками другой. Продолжительность импуль- 
са или столкноьен1я должна быть при этомъ представлена на столь- 
ко малою, что въ продолженьи времени д'&йств1Я игновенныхъ силъ 
положен1е частей системы не успеетъ конечнымъ образомъ изменится; 
не изменится следовательно и потепц1альная энерГ1я; кинетическая 
же экерг1Я системы пояучитъ внезапно некоторое конечное положи- 
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тельное или отрицательное приращен!!!. Въ случаЬ данныхъ иинуль- 
совъ упомянутое прнрашен1е кинетической энерг1и определится по 
§ 33, (121)" уравнен1е1чъ 

т^т,^=--]^У^^V,сов^^,^^)^ Vм5(^.^)\. (155) 

Въ случа'Ё столкновен1я приращение Т — Т^ определится на основа- 
нии соображен1Й, съ сущност1ю которыхъ мы познакомимся при иу- 
слЪдован1и соударепШ твердыхъ т*лъ. 



Всякое наблюдаемое нами явлен1е мы тогда считаеиъ вполне 
понятныиъ, когда оно можетъ быть сведено къ ряду простМшяхъ 
явлен1й движен1я матер111. Те явлен1й, который ногутъ бы[ть объя- 
снены подобнымъ образовъ, составляютъ предметъ физики. Слож- 
ность явления такпмъ образомъ зависитъ отъ сложности тЬхъ дви- 
женШ, которыми оно ножетъ быть объяснено. Движен1е-же мы мо- 
жемъ разсаатривать или какъ изм'Ьнен1е положен1я частей матер1и, 
составляющей данную систему, или какъ процессъ превращения энер- 
пи и ея передачи изъ одного листа въ другое. 

Ксли движен1е системы намъ известно вполне, т. е. если мы 
для каждаго времени можетъ указать место въ пространстве для 
каждой частицы наблюдаемой системы, то мы будсмъ въ состоян1и 
очевидно также найти для каждаго времени и места количество энер- 
Г1И того и другаго вида, и следовательно решить вопросъ о пере- 
даче и превращен1и энерг1и. Но наоборотъ, ест мы знаемъ, какое 
количество того или другаго вида превращается одно въ другое въ 
данной части системы пли передается другимъ частямъ, т. е. если 
для насъ решенъ вопросъ о передаче и превращен1й энерг1и, то 
изъ этого еще не сл'Ьдуетъ, что мы всегда въ состояк1и идти даль- 
ше и решить вопросъ о движен1Л каждой частицы разсматриваемой 
системы. 

При однихъ явлен1яхъ, какъ напримеръ, звуковыхъ и отчасти 
световыхъ, мы можетъ вполне представить себе те движен1я, кото- 
рыя въ этихъ явлен1яхъ проявляются. При другихъ лвлен1яхъ, какъ 
напримеръ — тепловыхъ, электрическихъ, магвитныхъ, мы мояемъ 
представить себе только нзменен1я энерпи и ея перемещешя, со- 
ответствующ1я упомянутымъ явлен1ямъ, не зная почти ничего о со- 
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отв'Ьтственномъ двишен1и въ собственномъ смысле, по недостатку 

фактовъ, которые помогли-0ы намъ сд1'.лать как1я-либо .чаключен1я 
Еъ этомъ напра1)лен1и. 



§ 38< Передача энерпи машинами. 

Представвмъ себЪ некоторую матер|альную спстену, которая 
движется подъ дФйстБ1емъ силъ, взаимно уравнов'Ьшиваюшихся для 
каждаго момента времени движения; врои-Ь того движен1е системы пусть 
будетъ обращаемое, т. е. пусть каждому ряду дь8ствите1ьныхъ не- 
рем'Ьщен1Й частей системы соотвЪтствуетъ рядъ прямо протпвополож- 
ныхъ возможныхъ перем-Ьщен!!!. При такихъ услов1ЯХъ, работа всЬхъ 
вышеупоманутыхъ взаимно уравновешивающихся силъ во все время 
движен1я системы должна быть равна нулю, а кинетическая энергия 
системы должна оставаться неизменною. 

Такого рода движущаяся система предетавляетъ собою общ1й 
типъ машины. Такъ какъ сумма работъ силъ, прилошеняыхъ къ 
машине, должна быть равна нулю, то работа однехъ изъ этихъ силъ 
будетъ положительная, а работа другихъ — отрицательная. Силы, при- 
ложенныя къ машине и выполняющая во время ея движе111Я положи- 
тельную работу, называются двигателями; силы, выполняющ1Я 
въ тоже время отрицательную работу, называются сопротивл 
Н1ЯМИ. Двигатели направлены вообще подъ острыми углами къ дни- 
женш техъ частей, въ ноторымъ они приложены; соиротивлен1я об- 
разуютъ вообще тупые углы съ направлен1ями движойя соответ- 
ствующихъ частей машины. Двигатели очевидно не обусловливаютъ 
непосредственно нняаккхъ иаменен1й въ движен1и машины, кинети- 
ческая 9нерГ1Я которой остается постоянною; роль двигателей со- 
стоитъ въ томъ, чтобы во все время движен1я машины уравновеши- 
вать сопротивлен1Я, или побеждать еопротивлеи1я. Роль ма 
шипы состоитъ въ томъ, чтобы осуществить услов1я. при которыхъ 
работа двигателей можетъ быть превращена въ полезную работу, 
побеждающую работу сопротивленШ. 

Обозначая черезъ с1Ь^ элементарную работу двигателя, совер- 
шаемую въ течен1И элемента времени, при безконечпо маломъ пере- 
мещеН1и частей машины, черезъ йЬ, — -соответствующую элементар- 
ную работу сопротивлен]й, и черезъ йТ — приращен1е кинетической 



уСоо^к 



'221) Глава II. Принципы Динамики. § 38 

Э11(?})г111 машины, ны будемъ имЬть следующее условие обращаеивго 
двяжен1я (сй. 1211}: 

(1Ь,^-г(1и^аТ=(К (156) 

при ч(.'ыъ, вслЬдств1е равноБ'Ьс1м двигателей и (.■011ротивлеи1п: 

^1„^(]и = 0, (157) 

и слЬдовательно 

(П'^^0; (158) 

т. е. винетическан эперг111 машины остается неизмЪнною (получаетъ 
прирашен1я равныя нулю), и во все время движен1я, по (157), рабо- 
та двигателей равна и противоположна раоотЪ сопротпвлен1Й, 

КромЬ сялъ двигателей и сопротивленш, котирыя но нашему 
произволу могутъ быть приложены къ машинЪ, пли н^тъ, всегда су- 
ществуютъ еще силы, не нодлежащ1я нашему произволу, существова- 
н1е которыхъ обусловлено существован^емъ еаиой машины. Эти си- 
лы направлены всегда, какъ показываетъ опытъ, противъ дви1кен1Я 
частей машины н потому называются вредными сопротнвле- 
н1ям11. Обозначая черезъ (I^' элементарную работу вредныхъ со- 
иротивлен1й (по иредыдущеиу^ — всегда отрицательную) при безвонеч- 
но маломъ обращаемомъ перемещен!]! машины, мы должны, принимая 
во вниман1е эту вредную работу, представить услов1е движешя въ 
сл-Ьдующелъ вид1;: 

)И„. -г (Ш т (II' -г^Т=---0, О 59) 

откуда видимъ, что постоянство кинетической энерг1и машины будеть 
им1ть мЪсто при слЪдующемъ условии раЕновЪе1я: 

йД„ + ЙЬ, + г?Х' = О , (1Й0) 

т. е. когда работа двпгателей тратится на поб'Ьжден1е не только вн'Ьш- 
нихъ, полезныхъ сопротивленШ, но и вредныхъ. 

Силы, д4йствующ1я на части машины должны очевидно обусло- 
вливаться нрисутетв1емъ какой-либо матер1альноЙ системы, такъ или 
иначе связанной съ машиною. Разсматривая машину и матер1альную 
систему, обусловливающую двигатели, какъ одно ц'Ьлое, мы будемъ 
имЪть некоторую матер1альную систему, къ которой приложены бнЬш- 
н1я силы (сопрогивлен1я), совершающ1я во время движен1я системы 
отрицательную работу. Такой случай былъ разсмотр-Ьнъ въ предыду- 
щемъ параграфе, гдЬ было указано, что онъ соотв^тствуетъ умень- 
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ше.н1ю аиерг!!! системы, къ которой приложены силы, совершающ1я 
отрицательную работу. Такъ какъ знерг1н машины остается постоян- 
ною, то работа, затрачиваемая на по511э;деп1е сопротиЕлеН1Й, [юлу- 
чается на счетъ убыли энерг1и той системы, которая обусловлнваетъ 
двигатели и которая можетъ быть названа резервуароиъ полезной 
раооты. Роль машины тзкииъ оброзоиъ состоитъ въ томъ, чтобы 
энерг1ю упомянутаго резервуара превращать въ полезную работу 
противъ сопротивлсн1й. 

Съ другой стороны, вы можемъ разсиатривать какъ одно пЬлое 
машину и ту систему, которая обуслонливаетъ существован1е сопро- 
тнвлен1я. Въ такомъ случа'Ь вн'1;шн1я силы, приложеннын къ разсма- 
триваемой сиг.тен-Ь (т. е. наши двигатели), совершая положительную 
работу, увеличиваютъ энерг1ю системы. Такимъ образомъ вообще ма- 
шина является посредникомъ, перемйщающииъ знсрг1ю отъ одной си- 
стемы къ другой и превращающимъ переносимую анерг1Ю въ опре- 
д1Бленный видъ. 
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ГЛАВА III. 

ДФЙСТВ1Е ОИЛЪ НА ТВЕРДЫЯ ТФЛА (ДИНАМИКА 
ТВЕРДЫХЪ ТФЛЪ). 



А) РАВНОВВСШ ТВЕРДЫХЪ ШЪ (СТАТИКА). 
§ 30. Равнов%с[е свободнаго твердаго т^ла. 

Подъ твердыиъ т'Ьломъ въ настоящей главЪ подразулЬвается 
въ строгомъ смыслЪ неизменяемая система матср1альныхъ точекъ, 
т. е. таная система, точки которой не «огутъ изи^нять своихъ взаии- 
ныхъ разстоян1Й. Твердое т^ло будетъ свободнымъ, когда для 
какой либо изъ его точекъ возможны всян1Я поступательныя движе- 
1ЙЯ, и кромЬ того для всего т Ьла возможно! ВСЁ вращен1я около этой 
точки. Неизменяемость разстоян1й между частицами абсолютно твер- 
даго тЪла приводотъ къ тому заключен1ю, что как1я-бы взаимный 
силы пи действовали между этими частицами, онЬ должны оставаться 
въ равновес1и, ибо упомянутыя силы всегда направлены по неизм1ннымъ 
разстояшямъ между частицами. Такимъ образомъ, дМств1е внТзшнихъ 
силъ на твердое тЪло должно состоять только въ нзменевш величины 
п момента количества Д8ижен1я, ибо всяк1Н друг1Я дЬйств1Я вн'Ьшнихъ 
силъ, помимо упомяпутыхъ изменен!!!, совпадая очевидно по нанра- 
влен!ю съ дейстБ!яии взаимныхъ силъ (который, но § 21, § 24, не 
производятъ такихъ изменений), должны взаимно уравновешиваться, 
на основан!и неизменности разстояп!й между точками системы. Сле- 
довательно паоборотъ, вне1цн1я силы, прпложеппыя къ точкаиъ твер- 
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даго т'Ьла (или къ точкаиъ, веизм-Ьпно съ нимъ соединенпымъ), тогда 
находятся въ равновЪс1н, когда ихъ направлеН1я совпадаютъ съ яа- 
правле1пемъ какихъ-ли5о равнодЪйствующихъ воображэемыхъ взаии- 
ныхъ силъ между точками разсматриваемой неизи'Ьнной системы, 
т. е, когда данныя силы могутъ быть разложены на рядъ составля- 
ющихъ, направленныхъ по разстоян!имъ между точками системы, и 
попарно противоположныхъ и рэвныхъ. Но лы знаемъ, что если си- 
лы удовлетворяютъ вышеизложениымъ услов1Ямъ, то (§ 21, § 24) 
ихъ геометрическая сумма и ихъ моментъ около всякаго начала рав- 
ны нулю. Сл11довател1.но, обозначая черезъ I^' геометрическую сум- 
му силъ, а черезъ ХМ — геометрическую сумму ихъ моментовъ около 
произвольно Быбраннаго начала, мы будемъ им'Ьть сл4дующ1я усло- 
в1я равповгсля; 

1Г=0, 1М=г.О. (1) 

Ксли подъ 1.М, мы будемъ подразуиЪвать моментъ около любаго 
начала, который всегда равенъ нулю, то второе изъ ур. (1) заклю- 
чить въ себ* также и услов1е ХЖ^=0, ибо, по § 23, (30), можно 
положить: 

а эта величина обращается въ нуль для всякаго начала тогда толь- 
ко, когда отдельно 21?^ О и М' = 0, ибо Ш остается для всякаго 
начала неизменно, а М' мЬпяется; но Ж', представляя моиентъ гео- 
метрической суммы силъ, только тогда равно нулю для всякаго на- 
чала, когда сама эта сумма есть пуль. 

Къ тЪмъ же самыиъ уравнен1ямъ (1) мы пр1Йдемъ, е'сли будемъ 
выводить услов1я равнов'Ьс1я изъ принципа возможныхъ пере- 
мещений, изложеннаго въ § 28 и выраженнаго ур. (76). Пусть X, 
Т, 2 будутъ слагающ1я, по Н'Ькоторымъ прямоугольнымъ осямъ, отъ 
силы, приложенной къ некоторой точк'Ь даинаго твердаго тЬла, коор- 
динаты которой суть X, у, г. Для различныхъ точекъ значен1я X, Т, 
2, ж, у, г очевидно должны предполаться вообще различными. Форма 
и положение твердаго т*ла будутъ намъ известны, когда мы будемъ 
знать координаты каждой изъ его точекъ; по взиЬнеН1Ю величины 
упомянутыхъ координатъ мы моженъ судить о нерем'Ёщен1яхъ твер- 
даго тЬла. По всл'Ёдств|е неизменяемости разстоян1Й между точками 
твердаго т'Ьла, для пихъ возможны не всяюя произвольный измЪне- 
н1я координатъ, а только тЬ, который соотвЪтствуютъ иоступатель- 
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нымъ или вращательнылъ двнжен1н]чъ тЬла, т. е.. единственно воанож- 
нымъ для него перем-Ьшен1ямъ. Итакъ предположим!., что твердое. т-Ьло 
всЪмп свопяи точками передвинулось безконечпо Яало по какому ни- 
будь направден1ю: тогда каждыя три координаты каждой изъ точекъ 
гЁла пуаЬнятся на безконечпо яэлыя положнтельпыя или отрицатель- 
ныя величины. 

йа, ей, 5с, (2) 

придавая которымъ всевозможныя (5езк. ма^ыя) значен1я, мы исчер- 
пает. вс'1> возяожныя безконечно »алыя поступательный переи1Ьще- 
Н1а неизмЪняеаоЁ системы. Предполагая зат'Ьмъ, 4то твердое т(;ло 
повернулось на произвольно выбранные безконечно малые углы (За , 
5)3, оу, соответственно около трехъ осей коордпнатъ. мы найдемъ 
(§ 31, (101)), что координаты д:.*/,г какой нибудь точки изменятся 
соответственно на безконечпо малыя величины 

(/О-' — гЬ^ , ^-оа — хсу , хо^ — ■ уо« , (3) 

при чемъ множителя са, о^, оу будутъ очевидно одни н тЪже для 
всЁхъ точекъ разснатрпваемой системы. Придавая упоиянутымъ мно- 
жителямъ всевозможпыя безконечно малыя значеп1Я, мы'исчерпаеиъ 
для каждой точки всЬ возможныя для нея безконечно малыя пере- 
и^щенха, обусловливаемый различными врашен1ямн системы около 
различныхъ осей, проходящихъ черезъ начало коордннатъ. Такъ какъ 
любое перем*щеп1е системы можетъ быть представлено, какъ ком- 
бинация постуиательнаго и вращательпаго движен!^, то приращения 
$х, ^у, ^г коордннатъ ж, у, 2 какой либо точки системы, при любомъ 
переи'Ьщеп1п этой последнее, выразятся суммою приращен1й (2) и 
(3), т. е. будутъ: 

5д; = оа -)- ?/°7 — ■^^^' 

0^ =; 66 4" ^0* — ^^Т^ С*) 



*) Положнмъ вообще, чт1> точки к^кой либо I 
н ы Й рядъ Севконечно малыхъ пвреи*щен1й, карайте ризу еиыхъ прираще- 
ниями Ь,х.,Ь^у^Ь,я нооряинатъ ат, у,г какой либо точки, для перваго пере>1*щен1я, 
1]риращен1яин Ъ^.\у^Ь^г — для втораго переиЪщен]Я, и т. д. Положнмт. дал^е, что 
г,.-с ^ /, + а,х + Ь,у -Ь с,г., г^х ~ ?., -)- а,х + ^ф,у + Т,^. 
г,>, ^.1^^ а,х + V + '■^^ ^ ''г.'/ = ?-, + ■>=■« + ?,!/ + Ъ^ ■ 
?„' .-^ !, + „,х + Ь,!/ -1- с,1. Ь,г = ?., + С..Й Н- :?^, -(- 7,5. 
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Припоминая общее у*:лов1е равновЬсля, 

и подставляя въ пего величины (4), мы паходимъ; 

оа1.Х + ^Ы,У + $с1.2; 

откуда, всл'Ьдств1е совершенной произвольности величинъ оа, оЬ . . 
■йл, ^} - ■ ■ выводимъ сл-Ьдуюш1я ураБнен1я равно8*с1я: 

2Х^^', 2Г=0, %2=г-.о^ 
X [Гг ~2у) ■--=(), 2 {_2:х ~Х^) = 0, ^ (Ху — 1» = 0. 

Но первыя три изъ предыдущихъ уравнен1Й выражаютъ, что всЪ три 
елагаюш1Я по оеямъ координатъ геометрической суммы всЬхъ прило- 
женных'ь силъ равны каждая нулю, вслЪдств1е чего очевидно должна 
оыть равна нулю и сама упомянутая геометрическая сумма. ПослЪд- 
В1Я три изъ предыдушихъ ураЕнен1Й выражаютъ, что каждый изъ 
трехъ слагающйхъ моментовъ силъ около осей координатъ равенъ 
лулю (сравн. (32), § 23), всл'&дств1е чего и самый этотъ моиентъ. 



и т. д. Тогда въ результат!! всЬхъ этихъ перемещен!!! будетъ такое изм^ненте 
координатъ разсматриваемой точки: 

Ьх = 5,,г + В,г + . . . , ?,у = 5,г/ + «,г/ + ■ ■ - 5г = о,г -^ г,г + . . - , 
независимо отъ того, про из о иду тъ- л и переи*щен!Я 1, 2... заразъ, или последо- 
вательно, при чемъ конечно величины ?,, а, ^, . . . I, я, & . . . предполагаются безко- 
нечно иалыии, а число приращепгй Ь,^Ь^ в т. ц. — конечпыиъ. Действительно, пред- 
полагая, что сперва произошло переи^щенге о, и зат-Вит. пере>1'Бщен!е Од, мм по- 
лучииъ окончательное прира1це111е въ виде: 

8,1 + г. & + !,«) = ',+ о,« + »,!/ + с, ' 

+ '■,+«, (» + >.,г) + ?, (и + Ку) + г, (I + V) 
= I, + 1, + (», + »,)» + (8, +?,)» + (е, + т,) г 

яйо проиаведен^я о,5,.г, |3,5,у . . . суть безконечно малы въ еравненш съ (П|-[-а,), 
<й, + ^|)... Точно также докажеиъ вообще, что 

\х + Е, {.т + Ь,х) + г, [яЧ- г,х + о, (.г + Ь,^')\ 

лишь-бы число прпращен1й ?, . 5^ . . . не было безконечно велико. 

15 
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■г. е.. геокетрическая сумма ломентонъ есТ.хъ данныхъ силъ, лолшснъ 

1шть равенъ пулю. 11такъ, урр. (Ь) выражаюгь прежде, папденное 

нами условие (1). 



§ 40. Слон(ен1е силъ, д%йствующихъ на неизменяемую систему. 

Подъ с ,1 о и; е п I е м ъ силъ, ириложенныхъ къ твердому т1;лу. 
разуы'Бетея разыскаше одной плп нЪсколькихъ тавихъ силъ, кото- 
рыя зам'Ьняли-бы данныя силы по своиыъ д'ЬЙ(;тв1я>1ъ. Такъ какъ 
д'ЬЙ1;тв1е силъ на твердое тЬю состоитъ только въ [1:)мЕ1гея!И вели- 
чины и момента его количества движения, то вс.11н1я друг1я силы, 
производяпйя т^^же самыя пзм1;иен1я упомяпутыхъ величинъ, будутъ 
равнодействующими данныхъ. Но свободное твердое т^ло, по отношен!» 
къ ВОЗМОЖНЫМ!. перемЁщеи1амъ своихъ точекъ, выполияетъ т1; услов1я, 
при которыхъ, по § 81, изменение величины количества движен1я измь- 
раетса геометрическою суммою нриложенныхъ силъ, а из)1'Ьнен1е мо- 
мента количества движен1я — моментомъ приложенныхъ силъ. Следо- 
вательно ВСЯК1Я силы, геометрическая сумма которыхъ и моменгъ 
около произвольнаго начала будутъ равны геоиетрнческой суммЬ и 
соотв'Ьтствующейу моменту данныхъ силъ, нриложенныхъ къ твер- 
дому тЪлу, будутъ равнодМствуютимн этпхъ иослиднихч.. Такимъ 
образомъ, если мы черезъ Р^,Р^... обозначимъ данныя силы, пря- 
ложенныя къ твердому тЪлу, черезъ М■^,М^... — пхъ моменты около 
нЪкотораго произвольно выбраннаго начала, череаъ 6\\ Ъ\'. . . и 
Л/^', Жа'.. . — равнодЬЙствуюния сплы и ихъ моменты около того-же 
начала, то должны будутъ удовлетворяться сл'Ьдую1Ц1Я услов1м: 

ХГ=^-.Х1", 1М^.ХМ', (6) 

гд'Ь суммы берутся геометрически. При этомъ очевидно также, что 
сплы, равныя п нротивоно.южныа найденнымъ равнод'Ьйствующимъ, 
будутъ уравновЪшивать данныя силы Р,,1'\..., ибо геометрическая 
сумма и моментъ такпхъ противоположныхъ силъ будутъ — Ц" 
и — ХМ'\ сумма же и монептъ всЪхъ силъ, д'Ьйствующих'ь на твердое 
Т'Ьло будутъ 

11-'~ХР' п ХМ^ХМ'., 
к обратятся, всл'Ьдств1е 16), въ нули:, т. е. удовлетворятъ услов1ю 
равнов1;с1я (Г). 
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Изъ § 2'6 мы знаемъ. что для в(.')1коЙ данной системы силъ ло- 
гутъ быть подобраны но крайней иЪрЬ три силы (вообще вектора), 
которыхъ иояентъ 5уд(;тъ равепъ мовенту данныхъ сплъ. Одна изъ 
упонянутыхъ трехъ силъ равна по величине и напразлен1ю гео- 
иетрпческой суммЪ данныхъ силъ и проходить черезъ такую точку, 
моментъ данныхъ силъ около которой совпадаетъ по нанравлеН1Ю еъ 
зтой геометрической сумяой; друг1я дв'Ь силы лежатъ въ плоскости, 
перпендикулярной къ первой, п составляюгь пару, молентъ кото- 
рой равепъ моменту данныхъ силъ около упомянутой выше точки 
или, что все равно,— около направлев1я лервоп силы, какъ оси. 
Такъ какъ очевидно, геометрическая сумма трехъ упоилнутыхъ силъ 
будетъ кром'Ь того равна геометрической суммЪ данныхъ силъ, то 
первый представятъ систеяу изъ напменьшаго возможнаго числа 
равнод'Ьйствующихъ послЬднихъ. Итакъ, всякая система силъ, 
д^йствующпхъна твердое т11Л0, ложетъ быть во всЬхъ 
отнощен1яхъ заменена по крайней м'Ьр-Ь одною сп- 
лою и къ ней перпендикулярною парою. Такимъ образомъ 
мы видимъ, что епособъ замЬны одной системы снлъ другою, ей рав- 
но действующею, заключается для даннаго случая въ вырэжен111 
(:-50), (§ 23): 

при чемъ очевидно, что геометрическая сумма силъ, пмЪющихъ мо- 
ментъ М, равна геометрический суммЪ силъ, имЬющихъ моментъ 
М''}^Ш, ибо въ § 23 было указано, что геометрическая сумма 
силъ момента М' можетъ быть сдЬлана равною нулю, а геометрическ1я 
суммы силъ, им'Ьющ1я моменты М и Ж, суть одн'Ь и Т'1;ие, но прило- 
жены къ разнымъ точкакъ. Точно также легко вид-Ьть, на основати 
§ 23, что данная система силъ можетъ быть заменена двумя взаимно пер- 
пендикулярными силами, приложенными къ двумъ разлпчныяъ точкамъ. 

Изъ Бышеприведсннаго непосредственно сл'Ьдук1Тъ заключен!я о 
сл'1;дующихъ частныхъ случаяхъ. 

1) Всякая сила, приложенная къ твердому т'Ьлу, можетъ быть 
заи'Ёнена равною ей силою, приложенною гдЪ либо по той-же прямой 
лшпи, какъ первая. 

'I) Силы, направлен1я д-ЬЙств!;! которыхъ встр-Ёчаютея въ одной 
точв*, могутъ быть заменены ихъ геометрической суммой, приложен- 
ной къ упомянутой точк-^. 
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3) Дв* параллельны!! силы уаи1;няются одною, равною нхъ ал- 
гебраической суми'Ь, I! приложенною вдоль по ЛЛН1И, разд-Ьдяющей 
разстоян!е между ойЪими точками прилон;ен1я данныхъ сплъ, внутрен- 
но или вн'Ьшне, обратно прспорц10нально величинаиъ этихъ силъ. 
Внутреннее Д'Ь1е1пе соотв'Ьтствуетъ случаю силъ, направленныхъ въ 
одну сторону, вн1!шнее^въ разный стороны. 

4) Дв11 равный параллельныя силы, направленный въ разныя 
стороны, согтавляютъ пару силъ п не могутъ быть зам'Ьнены 
одною силою. 

5) Точка перес'Ьчен1й равнод'Ьйствуюшей двухъ параллельныхъ 
силъ и ЛЙП1И, соединяющей точки приложен1л этихъ послЬднихъ, ее 
завися отъ направлен1я слэгающихъ, останется таже самая для вся- 
кихъ взаимно параллельныхъ силъ, проходлтпхъ черезъ одн-Ь и тТ>же 
точки приложецш. 

6) Точва приложен1я равнодЬйствующеп двухъ одинаково на- 
правленныхъ параллельныхъ сплъ, д'ёля разстояН1е между обеими 
данными точками прнложен1я въ обратномъ отношении къ величннамъ 
сплъ, совнадаетъ, по § 22, съ центромъ инери1я двухъ массъ, помЪ- 
щеиныхъ въ упомяпутыхъ точвахъ и пропорц1ональныхъ по своей 
величин'Ь соотв4тствующимъ силамъ. 

7) Равнод-Ьйствующая нЪсколькихг равпопаправлепныхъ парал- 
лельныхъ силъ легко найдется послЪдовательнымъ сложентемъ, и бу- 
детъ равна по велнчин-Ь сумм! данныхъ силъ. Ея точка пр8ложен1я 
совпадетъ съ центроиъ инерц1и воображаемыхъ иассъ, пропорц1ональ- 
ныхъ даннымъ силамъ и размЬщенныхъ въ соотвЬтствующихъ точ- 
кахъ приложения. Такая точва, не изм-Ьняющая своего положен1я съ 
изм1неп1емъ направлен1Я параллельныхъ силъ, проходящихъ черезъ 
тЪже точки приложен1Я п сохраняющихъ свои величины, называется 
центромъ нараллрльныхъ силъ. 



Сила, равная и прямо противоположная равнодействующей, долж- 
на очевидно уравнов'Ьщивать данныя слагающ1я, и сл'Ьдовательно, 
вм'Ьст1; съ этилн посл'Ьдниии^удовлетворять услов1ЯМЪ равновЪс1я 
(5). Поэтому, еслиЛ'о, У^, 2„ будутъ три слагаюш1а равнодЬйствую- 
щей по осямъ коордипатъ, а х^.у^.г^ — координаты ея точки при- 
ложенгл, то, на основан1и (5), мы должны имЪть: 
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л'„ = ^:г, у,.-1г, ^„ = 1;2: (7) 

г^х^ — х^г^ = ^; {^^х — Хв] , (8) 

Х^,-Т,^,= -^(_Х!/-Тх), ■ 

ГДЕ вооба[е -К, Г", Я обозначаютъ слагающая данныхъ силъ, приложен- 
ныхъ къ разнымъ точкамъ {х, г/, з) твердаго тЪла ц уравновешиваю- 
щихся одною силою (Х„,Г^[„2о), приложенною въ точки [х^^у^^з^). И^ъ 
вышеприведенныхъ уравненШ (7) и (8) легко видеть, что не всегда 
можно найти три слаган1ш1я -Х^, Гц, 2^ одной силы, которая урав- 
новЁшивала-бы всякую данную систему силъ, дЬЙствующихъ на твер- 
дое т'Ьло. Действительно, помножая урр. (Ь) соответственно на Х^,, 
Р„,2'п и складывая, ны находнкъ: 

Х^УсУ^ - 2ц) ^ Т,У(2х - Х^-} + 2.У[Ху - ^x^ =.0, (9) 

откуда впдимъ, что три пскомыя величины Х^, Го^^о должны, кро- 
ме трехъ урр. {7}, еще удовлетворять уравненш (У), что не всегда 
возможно. Уравнен1я (7_) требуютъ, чтойы искомая равнодействую- 
щая равнялас!. геометрической суике слагающихъ, а уравнен1е (9) — 
чтобы направлен!я равнодействующей (если таковая найдется) и мо- 
мента слагающихъ около начала координатъ были перпендикулярны 
другъ къ другу. Это последнее услов1е имеетъ очевидно место, где-бы 
ни было выбрано начало координатъ, ибо урр. (8), нзъ которыхъ сле- 
дуетъ ур. (9), существуютъ для всякаго начала координатъ. Подста- 
вляя величины Х„, Гп-'^^о "з'ь С?) въ (9), мы находииъ следующее 
условк, которому должны удовлетворять данныя силы, чтобы иметь 
одну равнодействующую: 

1;Х . ^;(Гг - 2у) Аг^Г . •^:.{_2х — Хг) -\-^ >:.2 . ^(Ху - Ух-) = 0. (9) 

Что касается до урр. (8), то каждое изъ нихъ, на основан!!! (9), пред- 
ставляется следств1емъ двухъ оетальныхъ, вследств1е чего коорди- 
наты Жд, Уо, г^ точки приложен1я равнодействующей определяются 
только двумя независимыми другъ отъ друга уравнениями, которымъ 
удовлетворяютъ все точки некоторой прямой ЛИН1И. Такой резуль- 
татъ очевиденъ самъ по себе, ибо точка приложен1я силы, действую- 
щей на твердое тело, можетъ быть перенесена куда угодно вдоль по 
прямой, совпадающей съ направлен1емъ силы. 
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Но В1:егда можно найти двЪ силы (Х^. У^. ^^\ и (X.,, 1'^, Х^, 
приложенпыя къ двумъ точкадъ 1,^,, (/,,*,} I! (.г,, ^'/.,, г.). ко- 
торыя залЬняли-бы данную систему силъ. Тав1|1 силы н пхъ точки 
11р11ложен1я определятся очевидно уравнен1ямп: 

А', ^ X, = >:х . г, -- г, = 1.Г , '/.,-'1-, -- ^:-7. ■ 

^^х^ — Х^г^ -,~ 2^^х.^ — Х^г^ = Ъ{2х — Хг) . 
Х,у^ ~ 1\х, -г Х,у, - 1>, = ЩХу~ Тх) , 

при чемъ вообще можно подобрать несколько силъ по двЬ, изъ ко- 
торыхъ важдыя дв-Ь вмЪст'Ь былп-бы равподБЙствующими даннымъ, 
ибо число уравнен1й (10), опред'Ьляю[цих'ь двЪ силы и пхъ точки 
приложе1!1я, меньше числа исконыхъ неизвЪстныхъ. 

Точно также всегда можно найтп нЬкоторую пару скль п силу, 
йамЬняющ1я данныя силы. Называя данныя В!'личииы 

2;х. ^у. Ъ2 

Ъ\Гг- ^?/) . ^[2х~Х^], 1; ( Хц - Т^) 

соотв-Ьтственно черезъ (11) 

А. В, С, Ц М, К, 

мы будеиъ имЪть сд6дующ1Я уравнен1Я для определения с.мгэюшихъ 
Х„ , 1'„ , 2Г(, силы, Еоордннатъ ея точки прпложен[я (х^ . Уо - ■^о) " 
слагающикъ моментовъ X, и.. V искомой пары: 

= С, (12) 



(13) 



Такъ какъ для опредЬлен1я точки приложеН1н силы достаточно 
только двухъ уравнен|й, опред'Ьляющихъ некоторую прямую, то изъ 
урр. (13) остается только одно для опредеден1я трехъ неизвЪстиыхъ 
Л, (Л, V. Следовательно, можно подобрать безчисленное множество 
паръ, изъ воторыхъ каждая вместе съ силою (X,,. У^,2,^) заменяла- 
бы данныя силы, лншь-бы слагающ1е моменты этихъ пэръ удовле- 
творяли уравнен1ю 

А'/. — В^-гС'^ = АЬ + ВМ -г С К , (14) 



'\. 


^= л . 3", ^в, г„ = 




5>»--2л + '-"--^. 




/^^,,—.Х,^,^^^ — М. 




З^'д, - 1'А т V =; Л' . 
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которое мы получаемъ помножая урр, (13) соотв-Втственно на А, В, С, 
II складывая. Но между этими парами можно найти одну, которая 
оудетъ перпендикулярна къ силЬ {А, В, С) и нэправленхе момента 
которой будетъ сл'Ёдовательно параллельно этой сил*. Действительно, 
помин, что если цъ% лпи1и параллельны, то ихъ проложешя на вся- 
В1Я друг1я лин1и будутъ въ постояннонъ отношение между собою, шы 
можеиъ услов!е параллельности линш {А, В, С) и (л,[л, V) выра- 
зить такпмъ образонъ: 

X _ ЕЛ _ V 

А " " Б С ' 



(15) 



и получнмъ изъ трехъ уравнен1Й (14) и (15} также, вакъ въ 
§ 23, (39): 

.А1 + В31+СХ 



^^__^Л1 + 1,М+СК^ (16) 

.,АЬ + вг{ + си 
" = ^ , 

ГД* 

Б^ = Л' + В' + С. (17) 

Полагая въ иаждоиъ пзъ трехъ выраженШ (1(5) соотвЪтственко 

А^^ = (В^ — В^- С')В, 
В'И=[В''~ Л'—С')М, 
С'Х={Е' ~ В' — А') N , 
мы получаемъ: 

\ = Ь ~В' 



1В — МА 

В' 


„КА^ВС 


МО - ХБ 
В' 


^ВВ — МА 
'^ В' ' 


НА — ВС 
В' 


„МС-ИВ 
^ В' ' 



|л = 1г--с — -„-, л — =я — ■ (16) 



8Сд*дств1е чего урр. (13) обращаются въ 

В(г„ — с)— С(у„ — ») = 0, 

С(г„ — о)-Л(», — с) = 0, (18) 

А{% — Ь'] — Б (х,~ а) = О , 
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§ 40 


гд* 








МС-ХВ , УЛ-1С ЬВ-МЛ 

" ■' » ' ' - В' -' " ш • 


(19) 



откуда видйвъ, что одною изъ возможяыхъ точекъ лрилоа!ен1я силы 
{А^ В, С) будетъ точка, координаты которой суть: 

х,,-^^'а, >/„ = Ь, ^.,^-с, (20). 

накъ мы уже вид'Ьли въ § 23, (•12). 

Если данныя силы параллельны между собою, то обозначая че- 
резъ /, т. п косинусы угловъ, которые какая нибудь Р изъ этвхъ 
силъ дЪлаетъ съ отями координатъ и помня, что эти углы, всл'Ьд- 
ств1е условна параллельности, для всЬхъ силъ дожжны быть одина- 
ковы, мы будемъ нм'Ьть: 

'^Х-^1Ъ1<', Ъу = т1.Р, Ъ2 = пЪЪ' 
2 { Г*- — гу) = т^Ре — пЪРу , 
2 {2х—Хл) = п1.1'х - 11.РХ , (21) 

2 ( Ху ~ Тх) = гЪРу -~ т1,Ех , 

всл4дств1е чего условие (9)' удовлетворится, и равнод-Ьйствующая 
найдется изъ уравнений 

Х„=11:Г, У,^ = ж^^', г,,--^п^Р. (22) 

откуда, обозначая самую равиодМствующую черезъ Р^, нн'Ьемъ: 

■^0 = ^-^; (23) 

косинусы угловъ равнодМствующей съ осями будутъ очевидно /, т, я. 
Въ такомъ случае уравн, (8), опред'Ьляющ1я точку ириложен1я равно- 
д4йствующей, превратятся въ 

п!'^^ ~ 1Р^г^ = п^Рх — И.Рг , (24) 

1Р^^ — тР^х^ = Г^^Ру — тХРх . 

Эта уравнен1я удовлетворятся, как1я-бы ни были величины /, 
яг, и, если всегда 

_ %Рх _ 1.Ру ^Рг . 



1,Р ' ' ИР ' 



(25) 
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то есть, равнод'Ьйствующая проходитъ всегда черезъ одну и туже 
точку — центръ нараллельныхъ еилъ, который определяется, какъ 
цеитръ иеерц1и массъ, равныхъ по величин* даннымъ силамъ и раз- 
мЪщенныхъ въ соотв'Ьтствуюшихъ точкахъ пр11ложен1я, что явствуетъ 
н8ъ сравнен1я выражсн|й {2Ь) и (§ 22), (21). 

Если параллельный силы пропорц10нальны массамъ матер1аль- 
ныхъ точекъ, къ которымъ онЪ приложены, то мы буделъ имЪть 
для каждой массы т и для каждой силы Р: 

Г^-т-о п ^1-^^:^т, (23)' 

гд4 д есть коеффпц1еитъ пропорциональности, одинак1й для всЬхъ 
силъ и массъ, и предстаЕляющ1й очевидно ускорен1е (всегда одно п 
тоже), сообщаемое силою Р массЬ т. 

Такой случай ты имЪеиъ при д*ветв1И тяжести вблизи отъ зем- 
ной поверхности. Тогда выражен1Я (25) превращаются очевидно въ 

■^'* ~" ^т ' ^" ' ■" Тм ' ^ 1от" ■ 

Цеитръ нараллельныхъ силъ при !»тоиъ носитъ название центра 
тяжести, и его положение, не завися отъ величины силъ, совпа- 
даетъ съ центромт. инерЦ1И данныхъ массъ. 



(25)' 



§ 41. Равнов^с1е твердаго т^ла, съ одною несвободною точкою. 

Твердое т-Ьло не будетъ свободно, когда для него сделаются 
невозкожнымн одно или Н'ёсколько изъ поступательныхъ или враща- 
тельныхъ перем^ЬщетЙ. Ограничен1е поступательныхъ перем'Ьщен1Й 
нолетъ им'Ьть мЪсто, К01да одна изъ точекъ тЬла или неподвижна, 
или должна оставаться всегда на некоторой данной поверхности, или 
должна оставаться на некоторой лин1и, или можетъ сойти съ одной 
или Н'Ёсколькихъ поверхностей въ опред'Ьлепныя отъ нихъ стороны, 
и т. п. Ограничен1е вращательныхъ перем11щен1Й можетъ им'Ьть м'Ь- 
сто, когда двЬ точки тЪла неподвижны, или извЪстнымъ способомъ 
связаны съ одною или несколькими данными поверхностями, и т. д. 

Для всЬхъ вышеупомянутыхъ случаевъ вообще, въ вырал1ен)Н 
^а-БХ + йЬ^Г + ^с^г 

-г $г-Е { Г* - Я!/) + ^;5Е {%х - Х^) + г-^^: (Ху — Тх) ^- о , (26) 
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представляющеяъ услов!^ равновБс1я не!13м1;няеноп системы, вели- 
чины Ой, 8ь, ос, оа, (5'^5, оу, КС 5удутъ уже совершенно произвольны, 
ибо для неево5однаго твердаго т'Ьла не представлян1тсн возможными 
всяк1я посту пательныя и вращательныя движрн1я. Разоеремъ н1;- 
сколько случаевъ равнов'Ьс1я несвободнаго твердаго тЬла. 

1) Пусть одна нзъ точекъ твердаго тЬла не может I. оставить 
некоторую данную поверхность. Следовательно, для упомянутой точки, 
также какъ п для всей системы, возможны изъ положен1Я рав110В'ЬС1а 
ВСЯК1Я поетупательныя нерем'Ьщен1я вдоль по элементу поверхности. 
на которолъ она находится, и невозможны пере)14ше1пя, въ этому 
элементу перпендивулярнып, КроиЪ того предполагается очевидно, 
что вращен1я системы около точвп сопрнкосновен1я ея съ данною 
поверхност1Ю не ст-Ьснены никавимъ уелов!екъ. Выберемъ начало 
коорцинатъ въ какоп либо точв1', упомянутаго элемента поверхности, 
ось г'— овъ — перпендикулярно къ его плоскости, а осп х^овъ и 
^ — овъ — какъ-лийо въ самой плоскости элемента. Тогда пять пере- 
м-Ьщен!!* (5й., Й. 01. 0^., с*', въ выражсн1л {2Р<\. могутъ быть ра.з- 
сиатриваемы, какъ совершенно произвольным; перем'Ьшеи1е-же ос 
должно быть всегда равно нулю. Услов1е равнов4с1н (2И} въ такою 
случае удовлетворится, когда только пять коеффицьентовг при пяти 
нроизвольныхъ величинахъ обратятся въ нули; множитель- же при ос 
можетъ быть очевидно какой угодно. Итакъ, уравне!пя равновЪе1я 
для даннаго случая будутъ; 

1; ( Гг - Ху) = О , 1: (2-а: - Х.г) = 0, 1: (" А> - Тх) = О , ( 27 ) 
обозначающая, что геометрическая сумма взаимноуравнов'Ьшивающвхся 
силъ должна быть по направленш перпендикулярна къ элементу по- 
верхности, поддерживающему тЪло, а по величин11 можетъ быть про- 
извольна, и что геометрическая сумма моментовъ силъ около начала, 
совпадающаго съ этимъ элементоиъ, равна нулю. 

Къ т*»ъ-же выводамъ мы нриходнмъ следующими разсужден!ями. 
Всякая система силъ, приложенныхъ къ неизменяемой системе, мо- 
жетъ быть заменена взаимно перпендикулярными парою и силою, т. е. 
тремя силами. Очевидно, что упомянутая система силъ будетъ въ 
равновес»!, если пара равна будетъ нулю, а сила пройдетъ черезъ 
точку, лежащую на элементе поверхности, и будетъ направлена пер- 
пендикулярно къ этому последнему- 
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Есля вышеупомянутый услов1я рав110в11с1я не удов^етворя1отс^I, 
то можно нлйтп вообще о;1ну силу, которая вм-Ьст'Ь съ данными обу- 
словливала -бы равновЪс1е. Действительно, 
^,., пусть тп (рис. 66) будетъ плоскость, парал- 

" ;\\ лельная элементу поверхности, поддерживаю- 

г'^1к,\\ шему одну изъ точекъ твердаго тъла; пусть 

\\'1'' ^' будетъ сл1">дъ на тп нормали къ этому 

V"" ""'""'^г! — Ч элементу; пусть /"и /"' будутъ две силы, аа- 

\ ^ — ^\ мгняющ1я данную систему еилъ (ел. § 23 и 

\ V в' \ § 40). при чемъ { перпендикулярна къ плос- 

\ \\ \ кости тп и перес'Ькаетъ ее въ точк^ В. а 

\ \ р совпадаетъ еъ упомянутою плоскост1ю. Если 
\ V СВ и /■' пересЪкутся въ какой-лйОо точк* А, 
■^в ^ то къ этой последней мы приложпмъ двЪ силы 
Рис. 1>б. р и 2, изъ воторыхъ первая равна и проти- 

воположна сил* /■', а последняя перпендикулярна въ плоскости *»и, 
и, слагаясь съ /", даетъ некоторую силу, приложенную въ точк* С. 
05* силы р и ^, или, что все равно, ихъ равнодействующая В'. 
уравнов'Ьшнваютъ систему снлъ, представляемую силами ( и /''. Сила 
и равная и противоположная сил* В! будетъ очевидно равнод*й- 
ствующая данныхъ силъ при данныхъ услов1яхъ. Такая равнодей- 
ствующая можетъ быть однако найдена только очевидно въ томъ 
случае, когда точка А не лежитъ въ безконечностп и не совпа- 
даетъ съ С. 

■ — ^ж-}- — 

Величина, направлен1е и точка прпложен1Я равиодЪЙствующеЙ, 
при разсиатриваемыхъ услов1яхъ, могутъ быть также опред*лены не- 
посредственно иаъ уелов1й раБН0вес1я (27). Обозначая черезъ Х(, . 
Т^,2^ слагающ1я равнодействующей, а черезъ х^,,у^,,з„ — коорди- 
наты ел точки придожен1я, мы будемъ пметь, но (27), введя обоз- 
начен!я (11): 

Х^--^А, Г„ =- -й , 
1\г,, - 2„у„ = Ь , г^^ — А>, ^ Ж , Х„2/„ - 1>^ = Л^ ( 28) 
Подставляя величины Х,, , Г^ изъ первыхъ двухъ уравнен1й въ 
три оетальныя, множа эти последняя соответственно на .4, Д .^д, и 
складывая, мы получаемъ: 



уСоо^к 



236 Глава 111, А) Статипа тбердаго т-бла. § 41 

А I -г ВМ -^ ^,,У =0, ( 29 ) 

откула 

^.--^^^. т 

Подставляя найденную величину 2^ въ три посл4д]]1я уравнен1я 
(28), мы будемъ им'Ёть 1'.л'Ьдующ1я уравнен1я для определения я;,, , 
;'/о ' ^0 ■ 

Б^и -г --^ Уо ^ -Ь , 



АЬ+ВМ 



Аг^^.-~м, (т) 



А!/^~Вx,,=:N. 

изъ которых!, каждое представляется, какъ легко заметить, сл^д- 
ств1еиъ двухъ остальныхъ; следовательно урр. (31) опредйляють це- 
лый безЕОкечныЙ рядъ точекъ приложен1Я равнодЕйствующеЙ, лежа- 
шихъ вдоль по ЛНН1И действ1н ЭТОЙ последней. Кроме того изъ (31 
мы видимъ, что равнодействующая пересекаетъ плоскость (ж^), т. е. 
плоскость, совпадающую съ элементоиъ задерживающей поверхности, 
въ точке 

^"^ ЛЬ^-ВЖ' ^^''АЬ-^-ВМ- *^ 

которая определится, полагая вь (31) 

2„ = 0. 

Точно также найденъ, что равнодействующая пересекаетъ плос- 
кость (гх) (при у^^=0) въ точк1. 

.;=|. < = -§■ . т 

и плоскость (уг) (при х^~0) въ точкъ 

Разсмотримъ частные случаи предыдущихъ решен1ё, когда 
или а) N=0, 
или Ь) А^Б=0. 
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Для случая а) выражен1е (30) дэеТ1. 

^^^ль + вм рз) 

и 2„ «мЪетъ только тогда возможное З11а4ек1е, когда 

А1~гВМ=0; (34) 

при атомъ послЪднсмъ услов!!!, мы найдемъ легко, что 

х; = ».,'" = «, V = 2; . Л. - - 2; ' '" = " » =В = "^ Я ' ('"') 

при чемъ 2^ можетъ быть выбрано какимъ угодно. 

На {рис. 66) легво вй:1'ёть, что, при услов1и й), (' проходить 
черсзъ точку С, и тогда нЪтъ одной равнодействующей; прибавоч- 
ное условие (34) требуетъ, чтобы сила ^ тоже была приложена къ 
точк'Ь С. 

Случай Ъ) 1ш1;етъ тогда мЪсто, когда система силъ, приюжен- 
ныхъ къ твердому тЪлу, сводится къ сил* ^' и пар!, лежащей въ 
плоскости тп (ряс. 66), и когда замена ятой системы силами /*' и 
/■ невозможна. Тогда очевидно возможны не иеп'Ье двухъ равнодЬй- 
ствующихъ, лежашихъ въ двухъ разлпчныхъ плоскостяхъ, и приложен- 
ныхъ къ разнымъ точкамъ, при чемъ очевидно, одна равнодействую- 
щая вообще не будетъ имЪть места. Но если случаи а) и Ъ) суще- 
ствуютъ совместно, то всегда находится одна равнодействующая ^'д, 
величина которой и точки приложеН1я определяются уравпеП1Ями 

— гу^^Ъ, ^„ж„ = Ж . (36) 

Наконецъ случай Ь^=^М^О соотв'Ьтствуетъ топу, когда сила 
/ приложена къ точке С, и когда равнодействующая системы равна 
и противоположна сил* /"'. 

— ^ж-н — 

2) Предположимъ, что свобода псремещеН1Й одной какой нибудь 
точки неизменяемой системы стеснена темъ услов1емъ, что эта точка 
не можетъ покинуть какую-либо данную поверхность (т. е. одинъ 
изъ плоскихъ элементовъ) только въ одну какую-либо сторону по 
перпендикуляру отъ этой последней. Въ тавомъ случае, какъ и въ 
предыдушемъ, очевидно, что система силъ, приложенныхъ къ твер- 
дому телу, должна заменяться только одною силою, проходящею че- 
резъ элементъ поверхности, перпендикулярно къ этому последнему и 
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въ ваправлен111 пег.озможнап) п('ремЪ|цен1я, Выбирая оси коордпнатъ 
также, какъ въ преды дущснъ случа'Ь, и кромЬ того 0(;[. ^ — 01!ъ, иср- 
ненднвулнрную къ элементу нове^^хнооти — къ томъ направлен!», но 
которому точка не можетт. отойти отъ поверхности, мы легко замЬ- 
тимь, что пять пзъ нзвитныхъ шести перем-ЬщенШ могутъ бить въ 
услов1н {26) выбраны произвольно, а шестое ос — только всегда отрн- 
пательнымъ. Вгл'Ёдств^е этого услоЕ1а раввов1х!я выразятся для дан- 
наго случал слЪлуютпни уравнен11пп1: 

> 1=") 

1.(т^ — %!)) -. = У , V {гх — х^) -^ о , )^:{Ху — Ух) ^ о , 

^начен^е которыхъ только-что шло объяснено. 

Если УСД0В1Я (37) не удовлетворяются, то система приложеи- 
иыхъ силъ можетъ быть заыЬнена некоторою парою и перпендику- 
лярною къ ней силою, при чемъ вообще возможно найти еще одну 
силу иди одну пару, пзъ которыхъ та пли другая, ви1;(-т'Ь съ дан- 
ными силами, удержнвала-5ы систему въ равновЬс1и. Тутъ, такъ-же 
какъ и въ нредыдущемъ, возможны два случая; а) — когда система 
данныхъ силъ зам'^нлстся такими парою и сплою, пзъ которыхъ пер- 
вая лежитъ въ плоскости шп (рис. 66), параллельной плоскости 
элемента поддерживающей поверхности, а сила перпендикуларна къ 
этой поверхности; Ь) когда заи'Ьняющ1я пара п сила расположены 
иначе, нежели въ нредыдущемъ случае, 

Въ случаЪ а) очевидно нельзя найти одну уравнов1;шнвающую, 
если только пара не равна нулю. Но найдутся всегда Дб11 уравновЪши- 
вающ1я силы, нъ двухъ разныхъ пдоскостяхъ, ирпложенныя къ раз- 
нынъ точвамъ; одна изъ упонянутыхъ силъ оудетъ лежать въ нлос- 
костл шп. Действительно, если мы вообразимъ себ! пару и силу, 
равный и иротивоноложныя данкымъ, при чемъ посл-Ьднаа ири,110жена 
въ туже точку, какъ данная сила, то очевидно, система будетъ въ 
равнов'ЁС1и. Но одну изъ силъ пары мы можемъ приложить въ одну 
точку съ одиночною силою, и заменить обЪ эти ирпложенныя къ од- 
ной точкЬ силы одною, которая вмЪстЬ съ оставшеюся другою силою 
пары и будетъ уравновешивать данную систему силъ. 

Въ случа* 6) мы можемъ данную пару и силу замЬнпть, какъ на 
рис. (66), двумя взаимно перпендикулярными силами /'и/'', приложен- 
ными въ разныхъ точкахъ, и расположенными такъ, что одна изъ этихъ 
силъ лежитъ съ плоскости, параллельной поддерживаюн1еяу элементу. 
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При зтомъ положииъ, что невозможны!! нерея'Ьщеии нап1)авле11Ы внизъ 
О'гъ июсност!! шп, лерпенднвулярно къ этой последней. Уравнов*- 
шнвающую силу мы най,цслъ опятг, также, какъ еъ случае 1); т. е. 
провбдеиъ прлмуш ВС, соединяющую точку приложения силы /' со сл*- 
юмъ С. на плоскости иш, нормал» къ поддерживающей поверхности, 
а къ точк'Ь перес1;че111я лин!» СВ « силы /', т. е. къ некоторой 
точк* А, прпложнмъ силу р, равную и противоположную сил* /■', и 
силу 5, которая, слагаясь съ параллельною ей сплою /', дала-бы неко- 
торую равнод1;йствующую, приложенную къ точв'^ С а направленную 
внизъ отъ плоскости шп. Геометрическая сумма В' силт. р и |^, при- 
ложенная къ точк'Ё А, представцтъ очевидно искомую уравновЬиш- 
вающув), а равная н противоположная ей сила Л— равнодействующую 
силъ /" и /■' при данныхъ услов1яхъ. Для Еыполнен1я упомянутаго 
построен1я необходимо во первыхъ, чтобы лнн1и СВ в /' ие были 
параллельны другъ другу, а во вторыхъ, чтобы ихъ точка пересЬ- 
чен1я Л лежала между точками С и В, если сила /" направлена 
вверхъ отъ плоскости иш; если сила /" направлена внизъ отъ плос- 
кости тп, т. е. параллельно невозложнымъ поступательнымъ пере- 
51'Ь1цен1ямъ, то точка должна приходиться внЪ отрЬзка прямой СВ. 
Эти заключен!я делаются сами но себь очевидны, если мы припои- 
нимъ правило сложен[я параллельныхъ силъ и обратимъ вн11йан1е на 
то, что результирующая параллельныхъ силъ ^г и ^ (т. е. спла рав- 
ная нхъ геометрической суммЪ н пмЪющан съ нинп одинак!й моыенгь 
около всякаго начала^, будучи приложеиа къ Л, должна направляться 
внизъ отъ плоскости тп. 



Кът1>мъ-же самымъ выводамъ мы пр|}1демъ, разсматривая общ1я 
уравнен1Я (37), соотвЬтптвующ1а даннояу случаю. Обозначая, вакъ 
прежде, черезъ Х„,Г"о,^Гц, слагающ1я искомой равнодействующей, 
черезъ ;Ко,г/о,г„ — координаты ея точки ириложен1Я, и вводя обоз- 
начен1я А, В, С, X, Ж, К, мы получимъ, на оспован1и (37), слё- 
дуюп(1![ условия ДЛЯ нахожден1я равнод'Кйствующей: 

(38) 







Л, ^' 


^ , 


У,.~^В 


, ^ 


< 


5-.^ 


ч,"-^,Л- 


I; 


^А- 


- Х.г„ --- 


:Л?, 


\.и, 


откуда 


получаемъ. 


как! 


. прежде: 












.11 


+ ВМ _ 


У'.^- 


= 
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(40) 



но съ тЬмъ, что1>ы было 2^ < с. 

Для опред1лен1Я коордннатъ ж^,?/,,,^!, получимъ т'Ьже уравне- 
н1я (31), которыя дадутъ намъ, полагая въ ннхъ по очередно ^^ = 0. 
у^:=0^ а;,, = О, координаты точевъ, въ которыхъ раБнод'ЬЙ1;твующая 
перес4каетъ плоскости коордннатъ: 

для плоек, (хг/) : - 



АЬ^ВМ' 



для плоек, (гх) : 



В' 



у.' 


^ЛЬ + ВЯ' 


(411 


Л' 
В' 




(41) 


ж 




(41) 



ДЛЯ пдоск. {уг) ; у^"' = -^ , г^ 

Данный величины Л, В, С, X, М, N мы выразпмъ съ помощ1Ю вве- 
денныхъ выше силъ /" и /"■'. Оси х — овъ » у — овъ, расположенный 
въ плоскости параллельвой тп, т. е. въ плоскости поддержи- 
вающаго элемента, выберемъ такъ, чтобы ось х — овъ была парал- 
лельна ЛИН1И СВ, уголъ между СВ и /^ обозаачимъ черезъ а, и 
разстояиЬ С отъ поверхности, считаемое вдоль по оси 2 — овъ, на- 
зовемъ черезъ— с (ибо оно вдетъ на рисункЬ вверхъ отъ плоско- 
сти XI' т. е. по отрицательной оси г— овъ)^ разстояя1е СВ обоз- 
начимъ черезъ а\ тогда координаты точки В будутъ: х = а, у — О, 
2 = — с; наконецъ координаты точки В' обозначпмъ черезъ а\ Ь\ — с- 
Зат'Ьмъ легко «ычислпмъ, что 

^ =./■■' соз а , В = /■' З1и а . С = — /" 
X = — с/"' 8ш а , Ж= ~ «/■-;- ср С05 а , (42) 

Л"^ Ъ'р С05 % — а'р з'та , 

^п= гг— Г-- и ДОЛ'Ь'Н. иыть <' — /', (43) 

о' сов а — а зша 

I ^_ (Ь' соз а — й' 8111 я) (с/' ео8 а — я/') 

?/„';= -^ (Ь' сов я — о' 51па), и т. д . 

Изъ выше приведенныхъ выражеП1Й прежде всего видно, что иско- 
мая равнодМствугошая не отыскивается, когда а = О, т. е. когда 
сила /" направлена параллельно лин1й ЛС\ въ такомъ случай 2^ = О, 
и услов1е (43) выполнится, только когда сила /" направлена въ сто- 
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рону обратную данной. Цтакъ, пр1 данномъ направлен!)! силы /' рав- 
нодействующая тогда возможна, когда лин1я /'' и ось ^;-овъ пере- 
с1'|Как)тся въ какой лк5о не безконечно удаленной точкЬ А. Обозна- 
чая длину СА^ откладываемую вт. положительномъ направлен!» оси 
ж-овъ, черезъ /, и замечая, что въ такомъ случа'Ь 

— 1 8111 сс = Ь' еоз а — а' кт а , (45) 

мы получаемъ изъ (4'2), (43) и (44): 



г 



^= — /"'гйша, Е„---~- у<:—(, (46) 

(47) 



, Персов* — а() , с(' , . 

откуда ВИДИМ!., что услоБ1е 2^ < — /"ыожетъ быть удовлетворено или 
тогда, когда, при направлен!й силы /" внизъ, величины й и ? имЪютъ 
одинъ знакъ и 1<а, или когда, при направлен1и силы /" вверхъ, 
величины а ъ. I ии'Ьютъ разный знаки; въ нервомъ случаЪ точка А 
лежитъ между С и Ъ\ во второмъ случае — вн'Ь иромежутка С'5 и 
такъ, что точка С приходится между В и А. 

Р'Бшен1Я (40) и (41) могутъ сделаться иевозмошными, когда 
1гл1а)Л'=0, \\ш Ь)АЬл-ЪМ=0 . ' (48) 

Случай а) им4етъ н^ето, когда 

Д^=-_: /■' [Ь' сок а — а' еш а) — О , (49) 

т. е. когда 

пли рг^О, 11Л1 Ща-:^-^- (50) 

Первому предположеН1ю •^оотв'Ьтствуетъ однако определенное р'11шен1е: 

х,.=--о, Г(, = о, г^-.т:~^<^—(, х,;=1, у^^о, (51) 

гд'Ь / есть произвольная величина, связанная только услов1енъ: 

°>1- (52) 

Во второмъ случа* очевидно, р приложена къ точк* С, и р^шен!» 
тогда возможно, когда ар= О, т. е. когда сила /■ нриложена тоже 
къ точяЪ С, или равна нулю. 
Въ случаЪ Ъ) нм4емъ; 

а/'в1па"0, (оЗ) 
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и р'Ёше!11е нево.чможно, когда пли а ггг-. О, или а = ^; но для /'^0 
им-Ьсмъ: 

Хо^Лсоза, Г„^./"'81па, ^■'-^^^Ьду., 2, = 0; (54) 
т. с. равнод'Ёпствующая есть сама сила /"'. 



Какъ прилЪръ рэзобранныхъ выше случаевъ рэвБ0в'Ьс1я ирсво- 
5однаго твердаго т1;ла, разсмотрпмъ равнов^сае тяжелаго Т'Г.ла, опн- 
рающагося одною точкою на некоторую плоскость, горизонтальную 
или наклонную. 

Сила тяжести, действующая на каждый элементъ массы разсма- 
тряваелаго твердаго тЪла, ножегъ быть заменена, по § 40, одною 
силою Р (2^5)', приложенною къ его центру тяжести (25)'. Если 
плоскость, на которую опирается сверху одною точкою тяжелое твер- 
дое т'Ьло, будетъ горизонтальна, т. е, перпендикулярна къ напра- 
влен1ю тяжести, то услов1е равиовЬс1я должно состоять очевидно въ 
томъ, чтобы центръ тяжести и точка опоры находились на одномъ 
перпендикуляр* къ плоскости. Если лоложен1е центра тяжести не 
удовлетворяешь этому услов1ю, то можно найти одну силу, которая 
удержала-бы тЪло въ равновЪс1и при его данномъ положении; сила 
равная п прямо противоположная этой посл'Ёдней будетъ равнодей- 
ствующею силы Р. Пайденъ ея величину и ея 
точку приложения. 
~~ 7 Плоскость опоры выберемъ, какъ прежде, 

/ за плоскость (ж у), ось г-оъъ — внизъ, по на- 
/ правленш тяжести; плоскость {х г) проведемъ 

/ ч&резъ центръ тяжести О, и начало координатъ 

выберемъ въ точке опоры А (рис. 67); нако- 
нецъ разстоян1е АВ обозначимъ черезъ й и раз- 
стояние ВО — черезъ с. Прилагая къ этому слу- 
^'"'- ^^- чаю форм. (42), находимъ: 



А = 0, В = 0, С--Г, Ь^О, М=аР, N=0, (55) 

вследствие чего услов1с (1-59) удовлетворяется, а уравнения (38) даютъ: 

И^^:Р. Хо = 0, У^=--0, 2^х^=--аР, (56) 
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гдФ 






(57) 



СдЪдовательно, сила Р ножетъ быть заменена какою угодно 
меньшею силою въ томъ-же направлена, приложенною къ какой-либо 
точк'Ь въ вертикальной плоскости, проходящей черезъ О в ^, и при 
тоиъ тэк'Ь, чтобы разстоян1е Л1!И1И д1йств1я новой силы было во столько 
разъ дальше отъ точки А, во сколько эта сила 2^ меньше силы Ж 
Разобранному случаю очевидно соотв'Ьтствуетъ р'Ьшен1е (51). 

Если къ твердому т11лу, кромЬ силы Р, еще приложена неко- 
торая пара Р, то одну равнодействующую найти можно только въ 
исключительныхъ случаяхъ. Действительно, если мы обозначииъ углы, 
которые момеетъ пары деластъ а- выбранными но прежнему осями 
координатъ, черезъ а, |3, у, а величину самаго момента — черезъ Р, 
то очевидно будемъ ии'Ьть: 

А^О, В^О. С^Г, 
1^Р сое « , М^Рмз^ + аГ, К=Рсо8'^, 
и уравнси1я (38), (39) дадутъ вевозмояныя рЪшен1я: 

Хо=0, Гу = 0, 2^ = = С. 
Но если со8-^ = 0, т. е. если плоскость пары проходитъ черезъ ось 
^-овъ. то урр. (38) даютъ: 

Ха = 0, У, — О, 2^^Р. 1.59) 



2уЖ„ = Рсо8|3 + «-?'; 



(601 



т. е. равнодействующею будетъ любая сила, направленная верти- 
кально и меньшая чемъ Р, или ей равная; точка 11рвложен1а для 
каждой изъ тзкнхъ силъ онредЪлаетсн изъ (60), 

Положигь теперь, что поддерживаю- 
щая плоскость еЛ (рис. 68) не перпенди- 
кулярна къ направлен1ю силы тяжести ОР^ 
приложенной къ центру тяжести О. Че- 
резъ точку Р пересечен1я лин1и ОР и на- 
клонной плоскости ес1 проведемъ перпеы- 
дикуляръ пЪ' къ этой последней, и черезъ 
оое ЛИН1И ОР ъ йР— плоскость к(?. Затеиъ 




Рис. 68. 



лип1ю Лх, проходящую черезъ точку опоры А и параллельную плоскости 
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пв, выберемъ за ось х-овъ, а перпендикуляръ Лз къ 11101;кост11 е(/ — 
за ось г-овъ. Лин1и 01, ОН, 00, абсолютный длины которыхъ мы 
обозпачимъ черезъ й, Ь, с, будутъ очевидно координатами центра тя- 
жести О. Уголъ наклона плоскости ей къ горизонту, т. е. уголъ 
между ОР и пР назовемг черезъ *]'. Вычисляя зат^Биъ величины 
Л,В...Ь.. и т. д., будемъ имЬть: 



(61) 



.1 =: -?■ зш 7 , В ------О. С==Рт^-{, 

Ь^г= — ЬРе-ов ■)' , Ж:т ]<'1а>^ч&у + с в1пу) , Л' = />Р&т-^ , 
всл*дств1е чего урр. (38) п (40) дадутъ: 

Хо = ^' 31П 7 , У„ --- 0. г„^Рс(,8-^, (62) 

а урр. (41): 

X,; = а 4- с е^-у = « -[- 1'''б- . у,; = ь . (63) 

Следовательно, при данпомъ положен1и центра тяжести т^Ёла, возмож- 
на только одна равнодействующая, совпадающая съ силою -Р' и одна 
^0/ уравновешивающая сила — прямо нротиволо- 

/\ ложная п равная спл4 Р. 

I \ Но если Ъ = (рпс, 69), т. е. если 

центръ тяжести находится въ одной вер- 
тикальной плоскости съ точкою опоры Л^ 
то N-■^=-~0, и услов1е (;49), 

удовлетворяется при всякой величине ^Г^. 
Поэтому слагающая 2^ определяется тогда 
только неравенствогь (38), откуда: 

((54) 




Рис, 69. 

Лин1я точекъ пр1[ложеп1я искоиой силы определяется у 
В,г„ ~ 2„р^ = Ь , г^х,-, — Лг,, = М , Ау,, — Вх^ ■- 
которыя, при Вг-- Ь"-]<1=^0, обращаются въ 

Х,,х„ — ^,,^'б1п -( = ^'(« сов 7 + с 5111 -;) , 

откуда видинъ, что такъ какъ всегда Уц=0, то равнодействующан 
всегда лежитъ въ плоскости {хг), т. е. въ одной вертикальной пло- 



.ен1ями 
, (65) 



(66) 
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скости съ центромъ тяжести, 
въ Т0ЧК1; 



пересевая ось г'-овъ (при х„:=0] 



- — (аса1§-- - 



■сК 



(вТ) 




Рас. 70. 



въ той-же точв*, въ которой эту ось пересЪкаетъ лин1я 01'. 
, -^^ Чтобы составить себ-Ь представлен1е о воз- 

можныхъ величинахъ равнодействующей, 
мы отложимъ въ плоскости 0'Р2д, пере- 
несенной на рис. (70), длину О'Х^^^'вш у, 
вдоль по оси ж-овъ, а вдоль по оси г'-овъ 
будемъ откладывать длины меньШ1Я 1''соз ■^', 
начиная огь 02^ = ^""003 ■]•, до 0\ и да- 
лйе въ другую сторону до — со; тогда вся- 
кая ЛИН1Я, проведенная отъ точки О' Въ 
углЪ ЛО'Р ло перес'Ьчен1я съ прямою НЧ"^ 
параллельною 0'2,,, представить очевидно по величин! и направле- 
Н1Ю искомую равнодействующую. Каждая изъ прямо противополож- 
ныхъ я равныхъ снлъ уравновЪситъ на данной наклонной плоско- 
сти силу Р. Если и й = О, то равнодЪйствующая очевидно всегда 
проходитъ черезъ центръ тяжести О, Наименьшая но абсолютной 
величин* изъ всЬхъ возможныхъ равнодЬйствующихъ очевидно пред- 
ставится перпендикуляромъ, опущеинымъ пзъ О' на лишю Н'!' ч 
будбтъ равпа Р&т у, Отрицательныя значешя 8ш ■)^ соотв^тствуютъ 
очевидно толу случаю, когда Т'!;ло находится подъ наклонною пло- 
скостью. 

Если на расматриваемое тяжелое тЬло, помещенное на наклонной 
плоскости, дЪйствуетъ еще некоторая пара, направлен1е момента Р 
которой определяется его углами /", (/, Ъ, съ осям» координатъ, то мы 
йудемъ иметь; 

А = ^'зш у , В = 0, С = 1'со5';, (67) 

Ь^= — ЪР С08 у -|- Р соз /■, 

Ж= ^'(йеозу + сз1пу)-^-Рсо85г , (68) 

Л"^ 6^'81Пу -|- СОЗ к , 

всл'Ьдств1е чего, по (^9) и (40): 
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при услов1в, что найденное такимъ образомъ 2^ будетъ всегда 
^Л^созу. Уравнен1я (65), опред1)Ляюш1я лин1ю точекъ приложен1Я 

равиодЬйствующеГ!, превращаются въ 

— ^Г^, = X , г^х,, — Л^^ = М., Л% = Л' , (70) 

откуда видимъ, что равнодЬйствующая лежытъ всегда въ плоскости 
параллельной (гж), и на разстоян1и отъ нея 



-2/ 



(71) 

КромЪ того, изъ втораго ур. (70) имЬемъ, что при х^ = 0, то есть 
въ плоскости {уг), координаты точвл приложс1Пя будутъ 

(711 „ ^ __Л^^_Р_(«"^!Т^«™7)+:?_Ч»19. (72) 

а, при г„ = (), т. е. въ плоскости {ху): 

(71), и Ч = -^ 

^ [_Р'(асо5у +С8Ш7) + Р8 ш^] (г>^'51пу + Рсо5А) 

^^йту( — 6-?'со8у-[-Рсоз/') ■ * ' 



3) Пусть свобода перем'Ьщен1й иЪвоторой точки твердаго тЪла 
ст'Ьснена т4ыъ услов1емъ, что разсиатриваемая точка можетъ пере- 
н-Ьщаться только вдоль данной кривой лин1И, не будучи въ состоян1и 
передвигаться по перпендикулярнывъ напрэБлек1ямъ къ этой послЪд- 
ней. Направлен1е элемепта кривой, на который опирается тЪло од- 
ною своею точкою, выберемъ за ось ;с-объ: дв-Ь друг1я оси будутъ 
расположены какъ-либо въ плоскости, перпендикулярной къ элементу 
кривой. Въ такомъ случаЪ, изъ шести безконечно малыхъ величинъ: 
(5а, (5&, ^с, ^а, 0^, 5у, опред'Ьляющихъ возможный перем'Ьщен1Я не- 
измЪняеыой системы, только четыре: (?а, 5а, 5р, б'у, могутъ быть вы- 
бираемы произвольно; дв4-же остальныя 8ь и 5с, по услов1ю свя::- 
ности, очевидно всегда равны нулю. ВслЬдств1е этого общее услоБ1е 
(2(5) разбивается на сдЬдующ^я уравнен1я раваовЬе1я: 

(74) 

^:(Гг-.2■г/) = о, ^{2-х—Хл) = о, ^{Ху~Ух) = о, 

при чемъ ^Г и 1.2 могутъ быть как1Я угодно. Значенте услов1й 
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(74) состоять очевидно въ томъ, что силы, приложенный въ точ- 
вамъ твердаго т^ла, должны представлять такую систему, которая 
можетъ быть зам'11нсиа только одною силою (безъ пары), проходн- 
щею черезъ точку опоры и лежащею въ плоскости, перпендикуляр- 
ной къ поддерживающему элементу кривой. 

Если условЁя (74) не удовлетворяются, то вообще можно найти 
одну силу, которая, вмЪст'Ь съ данными, удовлетворяла-бы услов1ямъ 
равнов1;с1я. При этомъ возможны, какъ и прежде, два случая: а) когда 
система данныхъ силъ можетъ быть заийнена такимп парою и силою, 
изъ которыхъ первая расположена въ одной изъ плоскостей, перпен- 
дпкулярныхъ къ плоекости (уг), а вторая перпендикулярна къ осп 
ж-овъ; Ь) когда одиночная сила не параллельна плоскости (г1/). 

Въ томъ и другомъ случае В1Ы можемъ данную систему силъ 
заменить двумя, изъ которыхъ одна /"' (рис. 71) лежитъ въ одной 
изъ плоскостей (шн), проходящихъ черезъ 
ось ж-овъ, а другая /"— въ одной изъ плос- 
костей (з^); перпендикулярныхъ къ той-же 
оси. Въ случаЪ о) сила /' будетъ наклонна 
I КЪ плоскости »ш, въ случае 6)— перпенди- 
кулярна. Точку В перес11чеа1Я силы /'съ плос- 
К0СТ1Ю тп соедйнимъ прямою съ точкою 
опоры А\ къ точкЪ С пересЬчеН1Я {' и ЛВ 
пр1иожимъснлу травную и противоположную 
сил'Ь /■', къ той-же точк'Ь приложнмъ другую 
силу ^), параллельную силЪ /", и при томъ 
такъ, чтобы равнод'1-.йствующая об'Ьихъ силъ /"ир проходила черезъ 
точку Л; тогда эта равнодействующая, будучи перпендикулярна къ 
оси ж-овъ, уравновЁсится со11ротивлен1емъ точки опоры, которая мо- 
жетъ перемещаться только вдоль оси ж-овъ. Геометрическая сумма 
силъ р и ^ представитъ собою искомую уравновЕшивающую, а сила 
ей равная и противоположная— равнодействующую. Если сила /'' па- 
раллельна ЛИН1И ЛВ^ то мы можемъ силу /^ разложить какъ-либо на 
дв11, Д и {^ , изъ которыхъ последняя будетъ направлена по В1, и, 
слагаясь съ /'', дастъ въ плоскости тп новую силу /"^'^ уже не па- 
раллельную къ АВ\ съ силами /^ и /',' поступимъ также, какъ 
прежде съ /"и Р'. Если сила /'' проходитъ черезъ точку А, то по- 
добнымъ-же разложеюемъ мы ее замЪнимъ другою, не проходящею 
черезъ А. 
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Такимъ образомъ мы видимъ, что равнодействующая при 
ныхъ услов1яхъ находится всегда, и при томъ— не единственная, 
ибо силы ( и {\ расположенныя въ плоекостяхъ шп и 5^, и зам^- 
НЯЮЩ1Я данную систему сплъ, не суть едннственныя въ этихъ плос- 
востяхъ. ДМетвительно, вавъ мы уже видЬли, силу /" можно разл< 
жить безчисленными способами на дв!, (^ и Д , изъ которыхъ (^ 
направляясь по Ш, давала-бы вм-Ьст* съ /"' некоторую новую силу 
/",' въ плоскости тщ такимъ обрааомъ мы приходннъ къ новымъ 
силамъ (^ и Д', въ т^хъ-жс плоскостяхъ. 

Величина составляющихъ Х^ , Уд , 2^^ равнодействующей опре- 
делится, подобно какъ въ случаяхъ (Й8) и (^8), уравнен!ямн 

Х„ '-т-А, АЪАг Го^И^Ч- 2^'^^- О , (75) 

откуда видимъ, что одна изъ слагающпхъ, Т^,иш2^, остается вполне 
произвольною. Лин1Я точскъ приложен1я определяется уравняи1ямн 

откуда получаемъ координаты точевъ перееечен[я атой линш 

Л' 



еъпдоек. (?/г) : 


Ро 


' Л' 


еъ плоек, {вх) : 


^о" 


N 


съ плоек, (з;^): 


«, 


„ м 

^2. 



(77) 



откуда видпмъ. что равнодействующ1я всегда находятся, и при тоиъ — 
въ неопределенномъ числе. 

4) Если одна изъ точекъ твердаго тела совершенно неподвижна, 
то перемещеЕ11Я ов, 5й, Ьс всегда равны нулю, и следовательно, вы- 
бирая начало координатъ въ неподвижной точке, мы пр1Ядемъ только 
къ следующнкъ тремъ уравнен1яиъ равновес1я; 

'^{Тг- 2у)=--0, Е(2х-Х^)=--0, ^{Х?/-1х) = 0. (78) 
при чемъ величины Л, В, С могутъ быть как1я угодно. Значеше 
этихъ уравнен1Й состоитъ въ томъ, что геометрическая сумма при- 
ложенныхъ силъ должна въ случае равновес1я представляться ли- 
Н1ею произвольной длины, проходящею черезъ неподвижную точку; а 
пара, которая вместе, съ упомянутой геометрической суммою, заме- 
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вяетъ систему приложенных'!. С1глъ, должна быть равна нулю. Если 
УСЛ0В1Я (78) не удовлетворяются, то всегда можно найти безчнслен- 
ное множество такихъ силъ, нзъ которыхъ каждая, вмЪст* съ дан- 
ными, удовлетворяла-бы услов1янъ равнов11С1я. Силы, равныя д про- 
тивОположныя упомянутыиъ уравновФшивающииъ, представятъ собою 
равнодействующ!)!, которыхъ тоже можно найтп безчпсленное мно- 
жество. 



§ 4Я. Равнов^с1е твердаго тЪла, съ двумя и болЪе несвобод- 
ными точками, 

Предположнмъ, что нЪкоторыя двЪ точки (1) и (2) твердаго 
тгла, координаты которыхъ суть соответственно x■^,у■^,2^ и Жа • ^2 ' 
^2, могутъ перемещаться вдоль по даннымъ двумъ поверхностямъ, 
или оставлять эти поверхности только въ опредЬленныя отъ нихъ 
стороны, по определенному направлеН!Ю ихъ нормалей (т. е. перпен- 
дивуляровъ къ ихъ касательяымъ плоскостямъ), Вообразимъ себе две 
нормали К'1. той и другой поверхности, проведенныя черезъ те точки 
этихъ носледнихъ, въ которыхъ па нихъ опирается твердое тело въ 
своемъ положеп1я равновес1я своими точками (1) и (2). Положи- 
тельныя направлен1Н нормалей будемъ считать по иимъ въ сторону 
невозможныхъ перемещен1й. н косинусы угловъ этихъ направлен1Й 
съ произвольно выбранными осями координатъ назовеиъ соответ- 
стренно черезъ 1^,ш^,п^ и 1^,ш.^,щ\ проложен1я какого нибудь 
изъ возможныхъ перемещен!й на оси координатъ для точки (1) обоз- 
пачимъ черезъ ^ж^.^у!, 5^1, а для точки (2) — черезъ 8х^,8г/^, $22. 
Тогда проложен1я упокянутыхъ переиещен11г соответственно на пер- 
вую и вторую нормаль будутъ очевидно: 

1^СХ1 4- ^10^1 + п^аг^ и 1^3х^ -\- т^ау^ -\- п^^з^ , (79) 

и такъ какъ точки могутъ перемещаться только или перпендикулярно 
къ соответственнымъ нормалямъ (т. е. но новерхноотямъ), или въ ихъ 
отрицательную сторону, то выражен1я (79) для всякихъ возможныхъ 
значен1й ах^ . . . , ^х^ - ■ ■ должны очевидно быть или нулями, или отри- 
цательными. Обозначая черезъ А:^ и Ь^ две как1Я яибудь произвольння 
отрицательныя или положительныя действительныя величины, мы мо- 
жеиъ выразить упомянутыя у1;лов1я следующими двумя уравнен1ями: 
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1,Лх, -\- т. 5'/. - 1г,о^. :г= — к'- 

(80) 

Выражая, съ поиощью урр. (4), перемЁщен!!! ео осянъ координэтъ ие- 
реи'Ь1цен1яки поступательными и вращательными, одинакими для всЬхъ 
точевъ т4ла, мы иожемъ услов1я (81)) представить въ сд'Ёдующемъ 
вид*; 

+ (т,^, — п,у^ й% + {п^х^ - г,^,) й> + (КУг - пч^\) С7 = - К^ ^, , 

+ (»Ч^2 — «2^2) ^'« + («2^. - К^2) «(5 4- (-^2^/2 " "'2^2) 07 = " ^з'" 

ВслЪд|;тв1е этихъ услоБ1Й, шесть произвольныхъ велвчинъ, вхо- 
дящая въ общее услов1е раВ110в1;с1я твердаго тЬла, 

Лоа -+ В8Ъ + Си + Ьот. + Жор + Му ^ О , (82) 

уже не могугь быть разсматриваемы, какъ независимыя другъ отъ 
друга; таковыми будутъ только как1я-либо четыре изъ атихъ вели- 
чииъ; а остальиыя дв! определятся черезъ эти четыре съ помощ1н) 
услов1й (В1). Поступая также какъ въ § 29, умножимъ оба уравне- 
н1я (81) соответственно на два неопред.Ёленныхъ множителя, Л, и 
?,^, и сложимъ ихъ съ неравенствомъ (82). Получимъ: 

{А + Х,г, + \12)0а -г- (В -г А,)»! -Ь \т2)йЬ + (С + л,», + \п.^)^с 
+ [I -Ь \{т,г^ — п,1/,) + \ ст,г, — и,)/,)] й\ 
-^[М-^-А^т.х,— г,г;;) + >2(и^а;1— ^2>]'=Р 

гдЬ А^В...Ь,М.. имЬютъ прежнее значен1е (11). ПеопредЪлен- 
ные множители выберемъ такъ, чтобы коефиц1енты при двухъвакнхъ 
либо изъ шести исремЪщешй обращались въ нули; тогда остальным 
четыре перен1щеН1я могутъ быть разсматриваемы, какъ совершенно 
произвольныя, всл'ЁдстБ1е чего для удовлетБорен)я неравенства (83) 
при всякихъ значен1яхъ этихъ произвольныхъ перемещений потре- 
буется, чтобы Еоеффиц1енты и при остальныхъ четырехъ перем^ще- 
шяхъ были равны нуляиъ. Такимъ образомъ, въ случае равновес1я 
должны удовлетворяться силами Л, В, С п моментами I/, М, N 
сл'Едующ1Я шесть уравнен1П: 
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Л 4- А,^! + '/.^^ — О , 

В -[- ^1»(] + ^2'«2 -- О . 

(84-) 
X -|- Л^ (т,^] — И1У1) 4- Л^ (_т.^г^ — п^у^) ^ О , 

М-}- \ (и,а:, — г^з^Л + Л^ («3^5 — ^.^г^^ =-. О , 

При чепъ 

= — \,'к.' — \Л.,\ т <>. л.<0 11/.,<0. (85) 

Два как1л либо изъ урави^нШ (Й4) опред'Ьляютъ множителей 
X, и >,2, а остальныя четыре представляютъ собственно услов1я рав- 
Н0В1&С1Я дэнныхъ снлъ. 

Видъ урэвненШ (84) покааываетъ яаяъ, что величины X, и Л; 
можно разсматривать, как'Ь дв4 силы, приложенныя къ цанноиу тЕлу въ 
его точкахъ, (1) и (2), и наиравленныа соответственно въ отрнцэтель- 
ння стороны по двумъ нормалялъ къ поддерживающинъ поверхностям'!., 
т. е. отъ стороны невозможныхъ перем'Ьщен1й въ сторону возмож- 
ныхъ. Д'ЬЙствительпо, урр. (84) иоказываютъ, что если упонянутыя 
дв'Ь силы Х^ и >.4 будутъ приложены указанныиъ снособомъ въ сво- 
бодному твердому тЪлу, то эти дв-Ь силы, вм-1;ст'Ь съ данными силами 
и моментами, будугь въ раваов'Ьс1и. Такивъ ооразомъ, вл1яН1е обоихъ 
поддерживающихъ элементовъ поверхностей на данную систему силъ, 
приложениыхъ въ твердому т11лу, можетъ быть заменено д'Ьйств1емъ 
двухъ силъ >.^ и Ха , приложенныхъ Еътому-же тЪлу въ мЪстахъ его 
соприкосновен1Я съ поддерживающими поверхностями. Поэтому силы XI 
и \ носатъ название соцротивлен1Й поверхностей противъ 
данной системы силъ, а силы обратныя, т. е. — Х; и — Х^, называются 
д а в л е н 1ЯМИ на поверхности, обусловленными данною системою 
силъ, приложенныхъ къ твердому тЬлу, опирающемуся на эти по- 
верхности. 

Если твердое т11ло опирается бол'Ье ч11мъ на двЪ поверхности, 
то въ услов1ямъ (81) прибавятся еще новыя, составленныя такимъ- 
же образомъ и относящ1яся въ новымъ элем«нтамъ поддерживающихъ 
поверхностей, нормали къ ноторымъ считаются въ томъ-же сиыслЬ, 
какъ прежде; величины 1с при этомъ • могутъ быть и пулями для 
чаетныхъ случаевъ, когда точки твердаго тЬла совсЬиъ не могутъ 
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перем'Ьщаться перпендикуляры!) къ соотвЪтствующииъ поверхностяыъ. 
Умножая упоиянутыя условный у])эвнен1я на новые неоиред'Ьленные 
множители, и складывая ихъ, канъ прежде, съ оощинъ услов1ЁМЪ 
равнов'Ьс1я (82), мы пр18деиъ къ шести уравнен1ямъ равновТ.с1я, 
подобиымъ (84) и содержащим'ь столько неопредЪленныхъ множите- 
лей, сколько дано разлячныгь точекъ тЪла, соприкасающихся съ раз- 
личными поддерживающими поверхностями. 

Если твердое т'Ьло опирается на данную плоскость 5олЪе чЪмъ 
одною точкою, то отдельный давлен1я въ каждой нзъ такихъ точекъ 
опоры остаются не вполн-Ь онред^ленными. Действительно, предпо- 
ложииъ, что твердое Т'Ьло опирается какимъ угодно чксломъ своихъ 
точекъ на плоскость, которую мы выберемъ за плоскость {ху); 
тогда въ уравн. (84) всЪ / и т будутъ нули, а всЬ «^единицы; 
кромЬ того ВС* 2 тоже очевидно будутъ нулямп; всл'Ьдств1е этого 
уравн. (84) превратятся въ 

Ь — '^\у=--0. М+ :^Ъ: — 0. Л'" = = О, 
гд-к знакъ « обозначаетъ сумму, взятую отъ разлпчныхъ слагасыыхъ. 
Приведенныя уравнен1я показываютъ, что только три изъ пихъ слу- 
жатъ для опред'Ёден1я сроизвольнаго числа яножителев X; а осталь- 
ныя три суть собственный услов1а равнов'Ьс1я данпыхъ силъ. Сл-Ь- 
довательно, каждое изъ давлешй на одну и туже плоскость можетъ 
быть предположено какииъ угодно, лншь-оы сумма ихъ и моменты 
около оси, перпендикулярной къ плоскости опоры, |>ылн равны и про- 
тивоположны даннымъ величинамъ С, X и Ж 

Случай одной поверхности опоры, разсмотр'Ьнный въ предыду- 
щенъ пара['раф11, является какъ частный настоящаго, если принять 
одно только изъ услов1Й (81) и выбрать оси коордпнатъ такъ, чтобы 
а:^ ^ г/^ =-- г', =г (1 и ?, =-- т, = О , п^ ^-1. 

Если данныя силы не удовлетворяютъ услов1Й равнов'ЬС1я (84), 
то мы можемъ задаться вопросомъ, как1я силы, или 1;ай1я услов1Я 
связности, должны быть прибавлены къ существующимъ уже, что- 
бы равнов'Ьс1е ияйло лЬсто. Если упоиянутыя уравнов'Ьшиваю- 
Щ1Я силы будутъ найдены, то силы имъ прямо противоположный и 
равный могутъ быть разсматриваемы, какт равнод11йствуюш1я 
данной системы силъ при дйнныхъ услоБ1ЯХ'Ь. Вопросъ о нахожяев1и 
равнодЪЙствующихъ тогда им'Ьетъ преимущественный интересъ, когда 
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является возможность найти одну равнодействующую силу. Если 
Х^, Ур.^о и л^0 1 ^0' ^0 ^'УИУ^* слагающ1я по осянъ координатъ и ко- 
ординаты точки нриложен1я такой равнодействующей, то полня, что 
сила равная и противоположная этой последней, вместе съ данною 
системою силъ, должна удовлетворять уелов1ямъ раЕН0вес1Я (84), 
мы найдемъ следующ1я уравнен1я для определен1а вышеприведенныхъ 
шести величине, характеризирующихъ искомую равнодействующую: 

Г^, =: в + А,т, + , 

2^=С + \п. -4- , 

%^х„~ Х^г^^М +\{п^х^— 1^3,)+ , 

Х^у^ — 1>ц -- ..У 4- )^1 (^1 1/1 — т^х^ -г- 

Предыдуш1я уравнен1Я позволяютъ намъ ^егко заметить, что 
искомая равнодействующая можете 5ыть также разсматриваема, какъ 
равнодействующая некоторой системы силъ, приложенныхъ съ со- 
вершенно свободному твердому телу: эта систета силъ состоитъ оче- 
видно изъ данкыхъ силъ, определяемыхъ ихъ геометрическою сум- 
мою (Л, В, С) и ихъ монентомъ около начала координате (X, М, Щ, 
и изъ силъ Х1,Л2Дз-> приложенныхъ къ точкаме (1), (2). (3) и 
т. д. Для того чтооы такая система силъ могла быть заменена одною 
равнодействующею, должно, на основан1и (У)', выполняться следую- 
щее у1;лов1е: 

- (Б + \т, + ■ . .) [Л/+ X, 01,х, - 1,е,) + ■ • • ] (87) 

-т(С+\п^-\- . . .)[Дг+Х, (г^у, — »(1л:1)+ . . ■]=(), 
которое получается изъ (86), если три последн1Я изъ этихъ урав- 
нен1Й помножить соответственно на Х(,,У^,2^ и сложить, заме- 
нивъ при этомъ величины Х^, Т^^,2^ ихъ значениями изъ первыхъ 
трехъ УРР- (86). Величины >^1,Х2... въ услов1и (87) могутъ быть 
разоиатривэекы какъ произвольный: но, на основании (85) — всегда 
какъ отрицательныя. Действительно, подыскавши для каждой X одно 
или несколько значений, при которыхъ услов1е (87) удовлетворялось- 
бы, мы всегда найдемъ соответствующ1я равнодействующая, подставляя 
упомянутый значен1я всехъ л въ уравнения (86). Следовательно, мы 
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волучииъ вообще столько возможиыхъ р'Ьшен!)! для рэвнод'&йствую- 
щихъ изъ урр. (86), сколько возможныхъ рьше1пй получается для 
величинъ X изъ уравнен1я (87). рЬшеннаго относительно этихъ по- 
слЬднихъ, кавъ неизв'Ьстныхъ. 

Ксли найдены величины Хц,- У„, 2^ слагающихъ равнодействую- 
щей, то величины — Хц, —Т„, ~-^о ^удутъ, вакъ изв'Ьстно, сла- 
гающими уравновешивающей, которая пройдетъ черезъ т'Ьжс точки 
прилоя1ен1я, какъ первая, Вообразимъ себЬ н11К0Т0рую плоскость, 
перпендикулярную къ равнодЬйствующей снл^ и касающуюся твер- 
даго т-Ьла въ той точк11, черезъ которую лшпа точекъ приложений 
равнодействующей выходптъ кзъ этого посл'Ьдняго. Если располо- 
женная такииъ способомъ плоскость будетъ непроницаема для твер- 
даго т'Ела, то ея присутств1емъ сила (Xо,1'р,^^'|,) будетъ ура 
вЪшена, и это присутствие следовательно будетъ эквивалентно су- 
шествован1Ю уравновешивающей (— Х^, — У„, — ^Г,,), которую упо- 
мянутая плоскость, или соответствующей элеяентъ некоторой по- 
верхности, можеть собою заменить. Такое-же 5аключен1е будетъ 
очевидно следовать изъ уравненШ равновесия (86), если мы въ эти 
, ?у , Шо , «„ , который опреде- 



последи 


1я введемъ 


так1я величины Лц, 


ляются 


услов1ями: 






Ло'. -■■ - 





(88) 

при чемъ очевидно Хц представитъ сопротввлев1е некоторой поверх- 
ности, косинусы угловъ нормали къ которой, въ точке (х^^^/о.^о) 
ея соприкосновения съ твердымъ телоиъ, будутъ 1,,,та,щ. Такимъ 
образоыъ, разыскан1е равнодействующей, или уравновешивающей, со- 
вершенно тождественно съ разыскан1емъ некоторой плоскости, ко- 
торую можно назвать удерживающею. Урав11ен1я (88) позволяютъ 
по найденной удерживающей плоскости найти равнодействующую, или 
на оборотъ, 



Предположимъ для примера, что тяжелое тело опирается тремя 
точками на некоторую плоскость, и найдемъ услов1я его равновесия. 
Плоскость опоры выберемъ за плоскость (жг/), а нерпендикуляръ къ 
ней, въ сторону невозможныхъ перемещен1й (т. е. внизъ)— за ось 
г-овъ. Начало координатъ выберемъ въ первой точке опоры, я 
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ое(. т-овъ проведкмъ черезъ вторую точку опоры: тогда коорпина- 
ты трехъ точекъ опоры будутъ соответственно: {О, О, 0), (х^, О, 0)^ 
(^з-Уз^^)- Координатм центра тяжести, расположеннаго очевидно 
въ сторон'Ё отрицателькыхъ г'-овъ, обозначимъ черезъ а, Ь, — с, и 
косинусы угловъ направле111я силы тяжести съ осями координатъ — 
черезъ а,'(3, у; а величину самой силы тяжести — черезъ Р. Тогда 
мы будемъ нийть въ услов1ЯХЪ равновЬс1я (84) всЪ ? и вс* ш рав- 
ными нулю, а всЬ п равными едвннц'6. Самыя-же уравнеН1я (84) 
должны содержать три неопредЬленныхъ отрицательныхъ множите- 
ля ^^Дз'^з- " приникать нпжеслТ.дующ1й видх: 



1'а = . 



^^ = 0, Р-^^ л, + ),^ + >,д : 



--0. 



Изъ этихъ первыхъ трехъ уравнен!Й мы уже видимъ, что а и (3 долж- 
ны быть нудями, а сл-Ьдовательно ',' е1[иницею и притомъ — положи- 
тельною, такъ какъ Х, + Х5-[->д должны быть по условш отрица- 
тельными. Следовательно прежде всего, плоскость должна быть пер- 
пендикулярна къ направлен1ю тяжести, т. е. горизонтальна; напра- 
влен1е невозиожныхъ отъ неа перемЬщен1(1 должно совпадать тоже 
съ силою тяжести. Въ такомъ предположеН1и изъ ураЕнен1й (84) 
останутся только 3-е, 4-е, 5-е, которыя превратятся въ 

— РЬ — \у^ = о , (89) 

Ра + \х^ + \х^ = 0. 
Бторее изъ этихъ уравненШ даетъ: 






(90) 




уравненШ (8У) даетъ, всл'Ьдств1е (90): 



откуда видимъ, что Ь и у^ должны имЬть 
одинаковый знакъ; т. е. проложенйе 
А (рис. Т1) центра тяжести на под- 
держивающую плоскость и точка (3) 
должны лежать по одну сторону отъ 
лин1и Ж'Овъ, такъ какъ л^ должно 
быть всегда отрицательнымъ. Третье 



(91) 
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при чемъ всегда должно оыть 

Ъ и 
— - < О или ау.-^ — Ьх.^ > О . {^.)^у 

Обозначая углы, которые лии1в ОС и ОА д'Ьлаштъ гь осью :С-овъ, 
черезъ 9 и ф, и помня, что 

.(■-, =- ОС С08 9 , у.^^^- ОС 81П о , 
а := ОЛ сок ф , Ь^ ОАё\п Ф , 
мы вожемъ условие (91)' представить въ видБ; 

В1П 5 С<)8 ф — СОВ у 81П ф > О, 

или: [щ 

В1П(9 — Ф) > С* , 

откуда заключаемъ, что лин1я ОА должна лежать внутри угла ф. На- 
конецъ, определяя >ч изъ перваго ур. (89), мы получаемъ: 

А, = - ^М - А — ""-. 4- -±1Л 1 931 

откуда заключаешь, что 

обозначая углы, которые лин1и Т)С и ЪА д4лаютъ съ отрццатель- 
ным'ь напраБлен1емъ оси ж-овъ, черезъ ^ и ^, мы будемъ им'Ьть; 

ж^ = а + 1}А ео8 д- , У-^=~- 1^0 втр , Ь =- ВЛ б1п (; 

лГд = ^^2 — ВС еовр = а + 2^-1 ео8 ^ — 1)С сов р , 
вслЬдств1е чего условие (93)', кавъ легко вычислить, превращается въ 
5^пО^~!^»>0, (94) 

которое показываетъ, что лпН1я ВА должна лежать внутри угла р. 
УСЛ0В1Я (92) и (У4) очевидно выражаютъ требован1е, чтобы въ слу 
ча* равнов'Ьс1я 1]роложен1е центра тяжести на плоскость опоры ле 
жало внутри треугольника ОСВ, вершины котораго образованы тре- 
мя точками опоры. Случай, когда тЬло опирается на плоскость 
мя точками, можно разсмэтривать, какъ частный лредыдущаго, при 
чемъ двЪ точки, (2) и (З), сливаются въ одну. Тогда очевидно, пло- 
щадь треугольника ОСВ превращается въ прямую лии1Ю, и усло- 
В1емъ равнов'Ёс1я будетъ то, чтооы вертикальная лин1Я, проход;1щая 
черезъ центръ тяжести, пересЬкала прямую лин1ю, соединяющую об'^ 
точки опоры, и притомъ— между об^имп этими точками. 
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Опрея^лимъ теяерг. равнодМствуюшую силы тяжести, которая 
дЪйствуетъ на твердое тЪло, опирающееся тремя точками на навлониую 
плоскость. Оси кооряинатъ выберемъ также, какъ въ соотв-Ьтствующеяъ 
прим'Ьр'Ь Г§ 41, рис. 68), т, е. ось й'-овъ перпендикулярно въ пло- 
скости, вннзъ, начало коордпнатъ — въ одной изъ точекъ опоры, ось 
ж-овъ параллельно вертикальной плоскости, проходящей черезъ 
центръ тяжести тЬла, п следовательно — параллельно Л11н1и пересЪче- 
Н1Я этой посл11дней плоскости съ данною наклонною илосБОСТ1Ю. Въ 
такомъ случа'Ь величины А, В,.. Ь,М., выразятся, какъ въ (61). 
Координаты трехъ течекъ опоры будутъ еоотвТ.тственно; (О, О, 0), 
(Х1.У1, 0) п {х^,У1,0)\ вром* того всЬ I и ш— нули, и вс'Ь )г — еди- 
ницы. Поэтому мы будемъ ияЪть сообразно съ [61): 

' ■ ' (95) 

при чемъ урр. (8(5), опредЬлающ1я равнодействующую, обратлтсп въ 

Х„ = Г 51П у , 3'„ = о , г„ = ^"003 у -г >^, -Ь X, + >^з 

2„1/„ = ЬРсо5 у + \у^ Ч- ХзУ, , (9й) 

л ура1шен1е (ЙТ) въ 

(Х^ Ч- л, ^ Хз) Ь = л,г/, н- Л^г/з . 1.97) 

Лосльднее изъ урр. (96) показываетъ, что равнодействующая всегда 
лежитъ въ одной вертикальной плоскости съ силою Р. Уравнен1е 
(97) опред'Ьляетъ возиожныя соотношен1я между тремя величинами 
>,^, Хд, Хд, Третье изъ урр. (96) опредЪяяетъ слагающую 2^\ четвер- 
тое ур. (96), на основаи1и (97), тождественно съ предыдущимъ; а 
пятое опредЪляетъ лин1ю точекъ нриложеН1я равнод-Ьйствующей въ 
плоскости у^Ь. Множители X лредставляютъ очевидно тЪ сопротив- 
лен1я, Еоторыя плоскость оказываетъ тЪлу въ трехъ точкахъ опоры, 
когда это т^ло уравпов-Ьшено на плоскости тою или другою сплою, 
прямо противоположною н равною какой-либо изъ системы равпо- 
д БЙствующнхъ. При различныхъ равнод'Ьйствующихъ очевидно, и со- 
отв'Ьтствующ1я сопротивлен1я будутъ различны. Если мы желаемъ, 
чтобы сопротивлеи1я въ увазаннонъ случаЪ равновесия были нулями, 
то должны выбрать равнодействующую, равную Р в приложенную 
къ центру тяжести тЪла, что пепосредствеппо видно изъ урр. (96). 
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Возможныа направлен1Я равнод^ЙстЕующпхъ представится въ даннолъ 
случае также, какъ на рисункЬ 70, (§ 41); но выборъ линп! точекъ при- 
ложения для каждой слагающей останется до некоторой степени про- 
пзволенъ, ибо въ четвертое язъ урр. (90), определяющее эту лнп!№ 
въ плоскости у = Ъ. входятъ два множителя л^ и л,, которые ,чо- 
гугь быть опредЬлены урав!1еп1ям11 

г, ^ Р ста -■ + л, -1^ "л, -^ л,^ , 

еодержащилп, 'при выбраннолъ 2^, три неопред Ьленныл величины, 
язъ которыхъ одна останется слБдователыю произвольною. Такимъ 
образомъ, уравноЕ'Ьшивающую, выбранной величнны, мы ыожемъ всегда 
приложить къ Т'Ьлу такнмъ способомъ, чтобы любое изъ давлеи1Й па 
три точки опоры ииЬло предписанную ему величину. 



Если дв-Ь точки твердаго тЪла соверщенно неподвижны, то обоз- 
начая черезъ х^,у^,2^ и х^^у^.г.^ воордпиаты этнхъ точекъ, и 
помни, что нхъ перемЬщен1Я §зг, . . . ожз - - . должны быть равны ну- 
лю, мы, на основан1и урр. (4) (стр. ТН). иолучилъ сл'Ьдующ1я соот- 
ношен1я )1ея;ду перем-Ьщен^ями оа.. ёЬ . . . ^я, с[3 . . : 

оа -^ р^З-^1 — г^б'^ ^-0, оа^ ?/^07 — ^,о'^ — О . 

^Ь Ч- г,и — з:,01'= О . оЬ^ .г,ба — а'.,о\ ^ О , (99) 

5с 4- 3^1^(3 — Ух^^ ^= '^ 1 ос -г х^о^ — (/з^а = О , 

который приводятся къ пяти псзависимымъ другъ отъ друга урэвнс- 
Н1П5[Ъ, ибо изъ нихъ ВОЗМОЖНО определить только отношен1я каКБХЪ- 
Л1100 пяти язъ упомянутыхъ перем'ЬщеН!Й къ шестому, остающемуся 
нроизвольнымъ. Кром* того, умножая первыя три уравнен1я соотвЪт- 
ственио на х^,^^,.^^ и складывая, получаемъ: 

а:^ёа -+- г/,5& + г^(5с = О ; (100) 

точно танже язъ другихъ трехъ уравнен1й йм1;емъ: 

х^оа + у^ёЬ + з^с ~ 0. (101) 

Зат1.мъ легко видЪть, что, на основан!» (100) п (101), третье изъ урр. 
(99) получится изъ двухъ предыдущихъ, умноженныхъ соответственно 
нал,,?/, и сложенныхъ; точно также шестое изъ урр. (99) получается 
тоже изъ двухъ ему предшедствующнхъ. 
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Выбирай одну изъ нсподвпжныхъ точенъ за начало координатъ 
II проводя ось г-овъ черезъ другую точку, мы будемъ очевидно 
им^ть : 

■^;1 = г/а = ^2 = (^ , ^■у = У1 = 'К 

вс1'Едств1е чего услоБ1я (99) приведутся къ пяти такимъ: 

йа = 0, оЬ = О, Вс = О, ол = 0. ор = О, (102) 

которыя повазываютъ, что изъ шести перем'ЬщеН1Й можетъ оставать- 
ся произвольныыъ только одно (Зу. Поэтому общее условие (26) рав- 
новЪс1я твердаго Т'Г.ла приводится для даннаго случая къ одному 
уравнен1ю: 

У^{Х!/ -Т^)^0, (103] 

выражающему, что монентъ данныхъ силъ около неподвижной оси 
(или, что вес равно, сумма иоментовъ вс^хъ силъ около этой оси) 
долженъ быть равенъ нулю. 

Примгьчаше. ДвЪ неизменно соеднненнын другъ съ другомъ 
точки прнложен1я силъ, вращаюиияся около неподвижнаго центра, 
лежащаго на лииги ихъ соедйнен1я, ноеятъ назван1е рычага, и при 
томъ^перваго рода, если ооЪ точки лежатъ по разнымъ еторо- 
намъ отъ неподвижпаго центра, и — втор а го рода, если онЪ ле- 
жатъ по одну сторону отъ этого центра. Услов1я равнов'Ьс1я рычага 
сами собою очевидны изъ разобранныхъ выше услов1Й равнов'и1я 
неизм'Ьняемой системы. 



§ 4:^. Распределение давлен1й на плоскостяхъ опоры. 

Предполошимъ, что твердое х^^ч опирается на данную те 
не одною точкою, но конечною плоскою част1ю своей повер 
т. е. безчисленнымъ множествомъ точекъ. Въ такомъ случа 
нен1Я равновЪс1я (84) будутъ содержать столько различи 
жителей >.1, Х^ . . . А„, сколько гочелъ опоры, т. е. безчисле 
жество; но для бс4хъ точевъ опоры, величины I, ш, п 
очевидно одн* и тЬже, такъ какъ вс'11 эти точки лежать 
плоскости. Такимъ образомъ, уравнен1Я равнов1аС1Я (84) 
ся для даннаго случая въ сл'Ьдующемъ вид!;: 



ни' 
ос1 
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Л -ь 1^. == О, 7? + т^1 ^-0, С' + и^Л ^ О . (104) 

^ -\-т^:.'1-.е~п^\у = , 1;^=л = о , 

М^п^'кх-П:кл^-.0, т.е. (105) 

гд'Ь зиакъ И обозначэетъ сумму различных'!, слагаемыхъ. Изъ этихъ 
уравнен1Й мы легко видпиъ, что 

АЬ + ВМ ^СК=гО. (106) 

откуда заключаеиъ, что данная система силъ должна ям'Ьть одну 
равнодМствующую, слагаюшики которой будутъ А, В, С, првложен- 
ныя къ одной Т0ЧК1;. Еслп координаты одной изъ точекъ приложе- 
ния раснодЬЙствуюшей обозначииъ черезъ х^, г/^, з^„ то очевидно 
должны будетъ имЬть: 

Ь = Вг,,— Суо, М= Сх^^А^а, Л^ = Ау^ — Вх^, (107) 
всл1'.дстз1е чего урр. (105) превращаются въ 

В^о — Суд -\-т'^^Аг — п'^Ау := О , 

Сжо — ^^0 -*- "^^^' — '^Лг --^ О , (108) 

Ау,, — Вх^^ 4- Т^Ку — тХкз:^—- О . 

Кроы'Ь того изъ уравнен1Й (104) и (105) находимъ, что 

1:л ^ — уА}~-\-'В^ О , 

^ (109) 

А1 4- Вт + С« ^ — Кл , 

п сл-Ьдовительно 

А1 -,- Вт + Сп =^ ■^'А'~:^В^~ТР . (110) 

Но такъ кавъ величина равнодЪЯствующей силъ Л, В, С есть 



1^04 и такъ какъ 

V А^-Г^, ^=^Р' С==Гу, 

,6 № а, Р, 7 '^П'' косинусы угловт. Р съ осями координатъ, то ур. 
^4010) даетъ: 

»°* ,г + |3т + т» = 1. ("Ч 

'ткуда заключаемъ, что уголъ между нормалью къ плоскости опоры 
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п равнодействующей есть нуль, т. е. Р должна быть направлена 
перпендикулярно къ этой плоскости. Величина равнодействующей, 
какъ показываютъ урр. (109), мошетъ быть произвольная, лишь-бы 
она была направлена перпендикулярно къ плоскости (/,»«,«), въ сто- 
рону невозможныхъ перем11щен1й. Подставляя въ (108) значен1Я 
Л, В. С изъ (104), мы получаемъ: 

т (г^1,\ - ^7.г) — п (г^о^^Х — 2Ху) = О , 

п {х^И — ^1х) — I (г^И ~ ^Ъ) = О , (112) 

г (г/„^:Х — 1,11/У~~т(х^1,1 — :0.x) =^ О , 

откуда вйдимъ. что одна нзъ точекъ приложсн1я ]^ имЪетъ коор- 
динаты 

^Хг ^;Xг/ 2Хг /-..10-, 

^•^-а- "«"от- ''=Га- *"'' 

ибо эти величины удовлетворяютъ уравнен1яиъ линп! точекъ прпло- 
жен1я (112). Сравнивая выражен1Я (113) съ (25) мы замЪчаенъ, 
что точка пряложешя силы Р определяется, какъ центръ параллель- 
ныхъ силъ, приложенныхъ къ каждой точке площади опоры. Но такъ 
какъ центръ параллельныхъ силъ не можетъ очевидно лежать въ стороне 
отъ всехъ ихъ точекъ приложен1я, если все силы направлены въ 
одну сторону, то заключаемъ, что точка прлложеюя силы !•', или что 
все равно, силы — ^Х, не можетъ лежать по одну сторону отъ всехъ 
точекъ контура площади опоры, а должна пои-Ьшатьса внутри онаго. 
Каждая изъ безчисленнаго множества величинъ X, нходящихъ 
въ выше приведенныя услов1я равноЕес1я подпертаго твердаго тела, 
представляетъ собою, какъ было объяснено въ предыдущемъ парагра- 
фе, давлен|е соответствующей точки плоскости ояоры на твердое тело. 
Для каждой изъ системъ взаикно уравновешивающихся силъ, прило- 
женныхъ къ одному и тому-же подпертому твердому телу, величины 
давлен1й X будутъ различны, и для каждаго соответственнаго случая 
определятся изъ урр. (104) и (105) въ функции данныхъ величинъ 
А,В... X, М. ... Но легко заметить, что упомянутый уравнен1Я по- 
служатъ къ определеН1ю не каждой изъ безчисленнаго множества 
величинъ X, а только функц1Й отъ этихъ величинъ такого вида: 

^;х, ^;х^, ^Ху, ^:х.г (114) 

т. е. соответственно величины равнодййствующеп давлен1Й и (по (113)) 
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координатъ ея точки пр11ЛожеН1я въ плоскости опоры. При этомъ 
три посл'ЬдН1я изъ функц1й (114) связаны между собою т^ыъ усло- 
В1емъ, что координаты ж, у, г, входящ1а въ нихъ, принадлежатъ точ- 
камъ, лсжащинъ въ одной и той-же плоскости оноры. Если мы обоз- 
начимъ черезъ Ь длину аерпендикуляра, опущеннаго на эту плоскость 
изъ начала координатъ, то очевидно, что ") 

1х -\- ту + пг -— к , 1,11'^) 

откуда: 

1'1:'/.х 4- т'Х.'ку -т- п^^'кг --"-- к1.к . (116) 

Такимъ образомъ, урр. (104) и (105) разбиваются на дв4 группы: 
одна группа, нолучаелая исключен1емъ изъ этнхъ уравнен1й величикъ 
(114), представится треля уравнен1ями: 

(117) 

н выразнтъ услов1й равновЪс1я данной системы сплъ. Другая группи, 
БМ'ЬстЬ съ (116), опредЬлитъ величину и точку приложен1Я равно- 
действующей давлен1й сл-Ьдующииъ образомъ: 



(118) 



Такъ какъ урр. (118) опред'Ьляютъ сумму безвонэчно большаго 
числа различныхъ величинъ ?., какъ нЬкоторую конечную велячину, 
то мы заключаемъ, что каждое слагаемое л изъ суммы 2Х должно 
быть безконечно малымъ. Следовательно, на каждый безионечно ма- 
лый элементъ площади оноры величина давлен1й тоже будетъ безво- 
нечно мала, но настолько, что складывая все безконечныя малыя 
давлен1я всех1. элементовъ данной плоскости опоры, мы получпмъ 
конечную сумму ^Х. Такимъ образомъ, данное давлен1е мы можемъ 



а=-^ 


-,/^' 


+ Л- 


+ С> 


Ткх-- 


=яиТ- 


-пМ- 


-АЬ 


»,у = 


-пЬ- 


-И'- 


-Вк 


Глгг 


= И1- 


-тЬ- 


- Ск . 



') действительно, если р будетъ 1>азстонн1е какой либо точки (а;, у, г) и 

гк отъ начала координатъ, то — , — , - будутъ косинусы угловъ Л11Н111 

Р Р Р 
;им11 координатъ, и сод (р,70 ^ ? — 4- "I --\-п—\ но съ другой стороны о 

1, С08 Ср!^) ^::; — ; елЬдовательно, 1х + ту •(- пг ^^ Л. 
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всегда [(азсматрпвать, какъ сумму безконечио большаго числа давле- 
Я1Й иа безконечно иалые элементы площади поверхности опоры. Кавъ 
величпна каждаго изъ такихъ элементовъ плошадей, такъ и величи- 
на дэ1!ле1|1я на него, могугь быть выбраны совершенно пропзвольно, 
лишь-бы сумма элементовъ представила данную площад!., к сумма со- 
отвЪтствующихъ давлен1Й^давлеп1е 2Х, приложенное къ точкЪ, ко- 

ИХх "ИЪ/ 1,1^ 
ординаты котороп суть ^;-^ , -у-ч- , -у^ ; т, с. вм'ёсто суммы да- 

вленШ прпложекныхъ къ разлнчныиъ точкамъ плоскости опоры, мы 
жожемъ разсматрчвать сумму давлен1Й, приложенных!, къ различ- 
ыымт. безконечно налымъ элементалъ площади этой плоскости. Но 
такъ какъ упоканутые элементы площади иогутъ быть наин выбра- 
ны меньше всякой данной величины, то наше представлен1е о давле- 
Н1яхъ, какъ о силахъ, распрсдЬленныхъ по различнымъ точкамъ при- 
ложен1я, мы можемъ вполнЪ отождествить съ представлеН1емъ о си- 
лахъ, распрйд^ленкых'ь по различнымъ элемептамъ поверхности, и 
при томъ различныхъ для различныхъ элементовъ. Но для раздич- 
ныхъ частей одного и того-же элемента давлен1я иогутъ быть раз- 
сматриваемы какъ одинав1я. 

Къ тому-же самому способу предстат1леи1я о рас.нред'Ьлен1и да- 
влен1Й по элемептамъ поверхности мы приходимъ также на основа- 
нии сл11дуюшихъ разсужден1й. Самое простое изъ всЪхъ распред'Ьле- 
Н1Й давлеп1Й, какое только мы можемъ еебЪ представить, будетъ оче- 
видно равномерное, т. е. такое, при которолъ къ каждой точк11 
поверхности приложены 0Д1шак1Я силы. При равноиЪрномъ распре- 
д'!&лен1п, давлен1я на равныя, произвольно выбранный части поверхо- 
стн, будутъ одинаковы, и давлен1е р на каждую единицу поверхности 
опред1'.лится, какъ частное 

|^=Р, (119) 

гдЪ 5 есть величина той части площади поверхности опоры, къ 
которой приложено давление ^^Х. Сл'Ьдовательно, давлен1е на какой 
либо безконечно малый элементъ поверхности, величины г?»8, будетъ 
^)(18, причемъ величина р для каждаго изъ элемектовт> поверхно- 
сти будетъ очевидно одна и таже. При всякомъ иномъ, перем'Ен- 
номт. распределен!!! давлен1й, услов1е равенства давлеп1Й на лшбыя 
равныя части новерхностк не удовлетворяется. По въ таколъ слу- 
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ча^ мы можемъ разбить площадь данной поверхности на произволь- 
ное число частей, п на каждой иаъ этпхъ частей вообразить себь 
такое равномерное распред'Ьле111е давден1й, что ихъ суммы для каж- 
дой изъ частей будутъ равны результирующимъ данныхъ даБлен1п, 
действ у ющихъ на эти части. Ч'бмъ меньше мы выберемъ упомянутыя 
д*лен1я поверхности, т-Ьмъ ближе комб11нац1я воображаемыхъ разлпч- 
ныхъ равпомЬрныхъ раопред'Ьлен1Й давленШ будетъ подходить къ 
данному распред'Ьлен1ю давлен1Й, и будетъ наконецъ отъ этого ио- 
ел'Ьдняго отличаться безконечно мало, если площадь поверхности мы 
разобьемъ на безконечно большое число бсзколечно малыхъ элемен- 
товъ. Такпм'ь образомъ. въ нредЬлЪ мы можемъ представить ееб'Ь 
всякое раснредЪлен!е давлен1й по данной поверхности, какъ рядъ 
равномЬрныхъ давления различной величины, прнложенныхъ къ каж- 
дому элементу поверхности: при этомъ велячина давле.Н1Я на какой 
либо элементъ 48 поверхности можетъ быть представлена въ вид^ 
рё8, гд'Ь р вмЬетъ тоже значен1е, что въ (119), только для каж- 
даго элемента различается по величине, и представляетъ, очевидно, 
то даБлен1е, которое имёло-5ы место для единицы поверхности, если 

бы на каждый изъ числа ^ ея элементовъ производилось одно и 
тоже даБлен1е р(18. Величина р можетъ быть названа силою или 
нанряжен1еыъ давлен 1н въ данномъ элементЬ поверхности. 
Понятие о напряжении давлен1я относится очевидно къ ноннт1яиъ да- 
влен|я и площади, какъ 11оннт1е скорости — къ длинЪ и времени. 

Наиме110!1ан1е единицы силы давлен 1я явствуетъ изъ ниже' 
сл'Ьдующнхъ соотношен!!!, вытекашщихъ изъ (119): 

ед1ш. давд, дина грам. /,оа, 

од. сил. давл. = =-- — -— -^— -^— (120> 

едпн. площ. цен' сек.'' цевт. 

Итакъ, полагая, на основан!» вышеприведенныхъ соображенп!, 
для каждой точки поверхности опоры, пли, что все равно, для важ- 
даго элемента этой носл-Ьдней, 

\=рйЬ, (121) 

мы получимъ, на основан!» (118), сл|-.дующ1я уравнения для опредЬ- 
лен1я безчисленнаго множества различныхъ величинъ р для различ- 
ныхъ элементовъ данной плоскости опоры: 
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Хрх^8 := тИ — пМ — ли , 

1;^)г■й&' = 131^ тЬ — СЬ , 

П% суммы Л'Ьвыхъ частей берутся по всЪмъ эдементамъ поверхности. 
Очевидно, что четыре уравнен1я (122) не могутъ опред^мть всего 
безконечно бодьшаго числа величннъ р, и что мы можемъ представ- 
лять себЪ произвольно то или другое распред1;лен1е напряжений дав- 
лен1Й по элеыентаыъ поверхности подъ однимъ лишь усдов1емъ, что- 
бы каждое взъ такихъ произвольно выбранпыхъ раепред'Ёлен1Й удов- 
летворяло уравнешнмъ (122^. 

— -^-ж-г- — 

Разсмотримъ теперь, каК1Я можно сд'Ёлэть самын простыя пред- 
положен]я о распределен]» склъ дав1ен1й на данной нлошадн, прп 
вышссказанныхъ услов1яхъ. Простейшее предположен1е очевидно бу- 
детъ то, что величины р для каждаго элемента поверхности однЪ и 
т^же, т. е. что 

Р=Ро^ (123) 

где Ри ^^ть Н'бкоторая ностониная величина, не зависящая отъ того 
или другаго положен1я элеиента (?8. Бъ такомъ случае, ломня, что 
1;(^5' = А\ где 5 есть величина площади поверхности опоры, яы бу- 
декъ иметь; 

' ' ■ (124) 

^рх<18 ^р,1^Х(18 , 'Ир>/(13 ~р^^!/(^8 . '1^р^^^8 =й.1?г(^8 . 

Величины 

имЬютъ для данной площади определенный геометрическ1я З11ачен1я, 
не зав11сящ1я отъ того или другаго 11редположен1я о распределен!» 
давлений. Мменно, легко видеть, что, для всякаго равнон'Ьрнаго рас- 
пределения массъ по элементамъ данной поверхности, координаты 
а, 6, с центра инерции этихч. массъ определяются какъ 
__ ^Ы_8 _ Щ8_ _ ^Й5 



(125) 
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при чемъ точка (а, Ь, с) очевидно онредЬляется вполнЬ формою и 
величиною данной Елощадв, и носить назван1е центра ннерщп данной 
площади. На ос.нован1и (125), уравнен1я (124) приинмаютъ видъ 

^рв,8 = р^8 , 

(126) 
'^^рхд.З =р,^8а , 'ИруАЗ =р^^8Ь , 1,рг!1}8 ^р^8е . 

Внося величины (126) въ урр. (122), мы нолучаеиъ; 



р^_8^--^/Л' + В'^С' 

-"' Г127) 

р^8Ъ 3= пь - г1У - ви . 

р^,8с =^- Щ — тЬ—Ск. 

изъ которыхъ первое онредкля'^тъ 2'(,: ^ три остальыыя даютъ усло- 
В1е, удовлетворяемое данными величинами Л, В, С, Ь, М, N, 8, 
Ь,а,Ь.,с, для случая, когда предноложенье о равномЪрномъ распре- 
делении давлен1Й иожетъ имЬть м^сто. Смыслъ этого услоБ1я наиболее 
очевидснъ паъ урр. (ИЗ), который даютъ иаыъ для даннаго случая: 
Ж^ = й, !/(, = 6, ^и = с, (.128) 

откуда заключаемъ, что равном'Ьрное распред'Ьлен1е давлен1Й только 
тогда возможно, когда равнодействующая приложенныхъ сплъ про- 
ходитъ черезъ центръ инерции площади опоры. Для того, чтобы это 
услов1е удовлетворялось, данная система сплъ должна удовлетворять 
уравн. (127). Въ протлвномъ случае равномерное распределен1е 
давлений не возможно, и мы должны делать нашъ выооръ между 
различными переменными распределен1ялк. 

Для бйльшей простоты последующий. разсужден1й, мы Еы(1е1геиъ 
начало координатъ въ плоскости опоры, и ось г'-овъ — перпендику- 
лярно къ этой последней. Тогда очевидно: 

1 = п1=--0, и п = 1 , 
вследств1е чего уравнен1л равповес1я, (1114) и (1,05), превращаются въ 

Л^О, В = 0. С-4-1;л = 0, 

, (129) 



уравн, (113)- 



1,1н}8 ' "~ 1.р<^8 ' 



(130) 
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Ро = - 



-С^- 






(131) 



(132) 



(133) 



а уравн. (12а)~!11. 

^рхЛ8 = ~М . У.руй5 = I 
о --. л . 

Въ случае прост-Ёйшаго, т. е. равмом'Ьрнаго, распре дИлелця дав 
лен|И. мы будемъ имЪть изъ (131): 

С _М 

- ^ . р„а =. -^ , 

что возможно, только когда удовлетворено условие 
Ь 

Въ противномъ случаЪ ^ должно быть перен-Ьннымъ, т. е, имЪть 
различныя величины для разныхъ элементовъ; другими словами, р 
■должно зависать отъ положен!» этихъ элементовъ; а такъ какъ по- 
ложен1е безконечно малаго элемента площади определяется коорди- 
натами той точки, около которой этотъ элелентъ расположенъ, то 
мы заключаемъ, что р должно зависЬть отъ координатъ точекъ плос- 
кости опоры, т.е. представляться функц1ею этихъ послЪднихъ. Про- 
стЬйшаи аавнсииость отъ координатъ х и у, которыми отличаются 
элементы плоскости опоры другъ отъ друга, можетъ быть предполо- 
жена въ форм* простой пропорц10налы10СТ11 (линейной формЪ), и 
представлена въ впд'Ь: 

гдЪ ^„ , а. ^ суть н-Ькоторын постоянный величины, незавнсииыя отъ 
воординатъ- Выранеше (134) равносильно тому предположенш, что 
сила давлен1я для различыыхъ точекъ убываетъ или прибываетъ про- 
порц10нально ихъ разстоян1ямъ, въ ту или другую сторону отъ Нь- 
которой прямой ЛИН1И. Действительно, полагая 

а = А'соз9, ^-^-^};вт^, (135) 

гдЪ 




1я,^-1 



мы проведемъ черезъ начало координатъ (рис. 
73) н-Ькоторую прямую ОЛ, нодъ угломъ 1р съ 
осью л:-овъ, и изъ разсматриваемой точки 
{х, у) опустпит. перпендчкуляръ на 0А\ тогда 
легко показать, что длина лин1и ОН, т. е- 
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разстояв1е Ь точки {х, у) отъ пряной «ш, яроведепной черезъ на- 
чало ъ'оордннатъ |] !1ерпен;1П![уляркой къ ОЛ^ будетъ 

к^х 1.'оз 5 -г ,(/ з1г1 ^ . 
откуда 

а.х^'ру^--Ы1 11 р^-"Р,,^}:к, (13Д) 

гдЬ й длн ра^личнихъ точекъ различно, и представляетъ разстонн^е 
соответствующей точки отъ нзвЪетной прямой, проведенной череуъ 
начало коордпнатъ. Давлен1е, распределенное по вышеприведеннону 
закону, называется равном '^р но изменяющимся, или сгиба- 
ющилъ давлеи!емъ; при чемъ величина й, по отношенш къ дас- 
лен1ю р, играетъ очевидно туже роль, какъ усворен1е — по отношен1ю 
къ скорости равномерно ускореннаго движен1н. Лнн1я тп носитъ 
назваи1е средней или нейтральной оси; на каждой изъ лин1л, 
параллельныхъ этой оси, величина силы давления остается очевидно' 
одна п таже. Величина силы давлен!Я кроме того зависитъ только 
отъ направлен1Я нейтральной оси, но не отъ ея разстоян1Я отъ начала 
координатъ. действительно, буденъ считать разстоян1я А' разныхъ 
точекъ отъ некоторой другой лин1н, параллельной тм и находящейся 
на разстояП1и 7г„ отъ этой последней; тогда очевидно, // = й — Ь^ а 

}> ^г2'„ -г !•' (Ао + '*') 1 
ил» оПозначая (136") 

где ^о' <''^''^'' очевидно постоянная величина, и)!есм1.: 

^5^_„^;_;-Д;Д'; (^137) 

т. е. впдииъ, что, съ перснесен1ем'ь оси #ш параллельно самой себЪ 
въ разкыя точки плоскости, изменяется только величина иостояннаго 
давлен1я^ц, съ которыяъ сравниваются йавлен1я въ остальныхъ 
точкахъ. 

Равнодействующая давлен1й на данную площадь определится, 
при равномерно изменяющемся распределенй!, такъ; 

=р,8 + (аа + ^Ь-)8; ^^^ 

но, обозначая черезъ А,, разстоян1е центра 11нерц1и площади отъ ней- 
тральной оси, и помня, что очевидно 

ла + '4Ъ =.-г Л, , (139) 
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51Ы получишь: 

или, если буденъ считать разстоян1я отъ оси, проходящей черезъ 
цептръ иперц1н и обозначимъ черезъ Рц силу даБЛ(;1ПЯ на этой оси: 
;:/)й8 -:г: Р^5' ; (141) 

т. е. величина равнодействующей давяе!11Й равна ся- 
Л'Ь давления в 1> центр! инррц1иданпой площади, умно- 
женной на величину площади, или: сила давлен1я въ 
ц е и т р 1; и н е рп) и площади есть средняя и з ъ с и л 7. д а в- 
.11('Н1Я на всЪхъ ея элементахъ. 

Обращаясь дал'Ье къ моменталъ давленш, лы найдеиъ, что суммы 
ЪрхёЗ и '^й^^цЛЗ, въ случаЬ равномЁрно измЬняющагося распред^ле- 
Н1Я, представятся въ видЬ: 

^р;/а8 .^-_р,^5 + а^хрАЗ + ^^р'^З . 
Суммы 

•ЦхЧЗ , 1.г/Ч8 , ^;жуй5 , 
которыя мы будемъ обозначать соотв'Ьтственно черезъ 

(?, Я, Л, 
завпслтъ очевидно лишь отъ геометрической формы и разнЬровъ дан- 
ной площади. Изъ нихъ первыя дв11 суммы носятъ назван1е момеи- 
товъ ннерЦ1И данной площади, соотвЬтственно около осей а;-овъ 
и 7/-овъ. Для большей ясности последующего нзлои;еп1я разсмотрииъ 
здесь невоторыя изъ главныхъ свойствъ моментовъ инерц1И. 



Съ нзм'1'.нен1емъ положения осей воординатъ меняются очевидно 
и величины моментовъ пнерц1и около этихъ координатъ. Найдемъ 
законъ этого изменен1Я. Предетавимъ себе две системы осей коор- 
динатъ ОХ, ОТ и ОХ', ОТ, проходящихъ черезъ одно и тоже на- 
чало", обозначнмъ уголъ между осями ОХ и ОХ' черезъ ■&; коорди- 
наты какой либо точки Л, относительно первыхъ осей, пусть будутъ 
X, у, а относительно вторыхъ, х\ у'. Тогда легко видЪть, что ") 



*) См. прни'Ьчан1е къ Фори. (152) н 
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(143-) 

I/' = X К1П 8- -г </ *'')з 'I- , 

всл'Ьдств!^ чего находимъ, что 

1.х'Ы8 = коз ^^ :^хЧ8 + ,ч1п^ ^1,уЧ8 — 2 вш * соз ^1.хуй8 
и т. д. Ил! Еообще, ооозиачая черезъ 0',11',Е' величины, въ кото- 
рый превратятся с'умиы (},Н^Я, взитыя но новылъ осягь, лы 
нахО(111М1>: 

а- ^: О С08 ■'%■ 4- -Н"81П Ч' — -Ш СОЗ 5' 51п * , 

Н' =-. анга^'Ь- + ЙС08 =9- + 2П сов » зт ^' , (144) 

К' =--= (й — Н'} сов ^ 8111 % -{'Л (сон "й^ — ВШ ^-9) , 

откуда йам'Ьчаелъ, что 

а'^1Г=^-0^Н, (145) 

т. е., что суима нонентовъ инерцш, относительно всякихъ двухъ 
взаимно перпендикулярныхъ осей, остается одна итаже. КронЪ того 
изъ т'Ьхъ-же выражен1Й (144) мы видимъ, что 

е'/Г - Б'^ ^ ОН- В\ (146) 

Съ 11зн11ЯеН1емъ величины угла ■& величины О' к Н* изменяются; но 
такъ какъ ихъ сумма &' + М' остается одна и таже, то, при наи- 
большей величин! (?', величина -Я* делается наименьшею, и на обо- 
ротъ. КромЬ того ясно, что когда О' и Н' достигаютъ соответственно 
своихъ наибольшаго и наименьшаго значеН1Й, то для соотв^тствую- 
щаго угла ^ величина О' — 1Г делается наибольшею, а также « ве- 
личина (6" — Н'у. Но такъ как'ь 

(О' - Яу ^ {С + Н'У ~ Ю'Н' 

и (О' + Н'у постоянно, то [О' — И'У делается наибольшимъ, когда 
О' II' д-Ьлается наименьшемъ, иди такъ какъ, по (146), 

то О'Н' дЪлается наименьшимъ, когда М'^ дЁлаетса наиисньшимъ. 
Но наименьшая возможная величина для М'^ есть нуль, какъ это 
видно изъ (144), ибо Я'^ можетъ быть нулемъ. Следовательно, при 
М' =^ О, разность между О' и И будетъ наибольшая изъ всЪхъ воз- 
можныхъ, I! МЫ можемъ стало быть найти всегда пару такихъ осеп, 
проходящнхъ черезч> одно начало, для которыхъ величины О' и Л' 
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будутъ соотв'Ьтственно наибольшею и наименьшею, или наоборотъ. 
Так1е моменты инер111и называются гласимии, а соотвЬтств1'ющ1н 
оен — главными осями 11нерц1и. Уго.1ъ ^5, оиредЪляющ!!! поло- 
жен1е павныхъ осей инерЦ1и относительно дашшхъ ОХ и ОТ, 
находится нзъ послЬдыяго уравн. (Н4), въ которолъ цолл!ио по- 
ложить Я' = 0. Цзъ этого ураБнен1я мы имЪемъ: 

СОнЯ, 8111 Э', 1 , ..О ^^ /1 с-л 

сов =*7^"^; '»,--= 2- '''■'*. = -(Г- я- ("" 

Самыя величины, главныхъ моментовъ инерц1и (9, и Н^, опрепЬ- 
ляготся по даппымъ (т, //, В нзъ (145) п (14(1), который превра- 
щаются въ 

и. будучи р1;шены относительно (г, и Й", , даютъ: 



(149) 

. н,^.'-^{а + н)-У1(_о + ну + кк 

Наоборотъ, если величина главныхъ монентовъ инерц1И и поло- 
жен1е главныхъ осей известны, то величины О, Л, Я для любой 
пары взаимно перпепдикулярныхъ осей, образующихъ уголъ •9' съ 
главными осями ннерц111, определяется по (144) тавимъ образомъ; 

Н--=-- а, 8Щ Ч + Щ С08 Ч , (150) 

^г=:[е^ — Л1)сов^.зш*. 

Предположимъ теперь, что мы имЪетъ двЪ системы осей, парал- 
лельныхъ другъ другу, но проходящихъ черезъ разныя начала О и О". 
Координаты одной и той-же точки, относительно той и другой системы 
осей, обозначимъ соответственно черезъ ж, г/ и ж", у'\ а также и мо- 
менты инерц1и— черезъ *?, Н, Я и (?", Я", Я'. Тогда очевидно: 

гдЪ Жо из/о "^уть координаты точки О относительно начала О". Легко 
зат*мъ видеть, что 

У:х"''<18 ■- Г-- "ИхЧШ -\- 2х^1:а1В -г х^'^в 
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и т. д.; или, называя черезъ « и Ь координаты центра инерцш пло- 
щади 6' относительно начала О: 

Н'^--.Н^у,?8 + ■2у^>8 , С151) 

В!' == Л -^х^г,^8^{х^а ^ у^>) 8 . 
Если О совпадаетъ съ централи П11ерц1и, то а-^Ъ -=0. и 

Я' = Я+г/п'5, (152) 

В' = В-~- х,^^8 , 

откуда видимъ, что моменты инерц1[и в н Я, около осей, проходяшихъ 
черезъ центръ инерц1и, будутъ всегда меньше соотв'Ьтствующихъ мо- 
яентоБЪ около осей наралледыплх'Ь- первымъ, но проходящихъ черезъ 
другое начало. 

Предположймъ теперь, что данная плоскость не совпадаетъ ни 
съ одною изъ плоскостей координатъ, и опред'Ьлимъ для этой плос- 
кости величины суммъ 

1^^Ч8 , 1,г/Ч8 , 1.^48 , ^уг^8 , 1,гх(^8 , 1,Х11(18 , 
который назовеыъ соответственно черезъ 

е, Я, /, Р, ^, В, 

зная величины О' Л' М' относительно прежнихъ осей координатъ, 
совпадавшйхъ съ плоскост1Ю. Если мы ии'Ьемъ координаты х,у,г и 
х', у\ з' одной и той-же ТОЧКИ относительно двухъ различныхъ сис- 
телъ осей коорданатъ, ироходящпхъ черезг одно п тоие начало, то 
воооше ') 

х^х' с(")3 (а;',х) -|- у' сов {у\х} -|- г' соз (2',з~) , 

у =-. х' С08 ^x',у) -\- у' соз (*/'.у) + г' соз (г',г/) , (152) 

г = х' сов (х' ,г') 4 у'соз{у'.^^ + г'со8(:г',")г' . 



•) Действительно, одно и тоже раэстоян^е данной точки отъ начала есть геоме- 
трическая сумма ся координатъ по той или другой енстемЬ. Следовательно, двВ 
гео11етрачесВ1Я суммы, х А,у Л, г и я^' Л,у' А^ г\ равны между собою. Если такъ, 
то и проложен1я обЪнхъ суииъ на всякую лин1ю равны другъ другу. Пролагая теперь 
яти суммы на лнн1н а:, ?/, г, н пояня, что соэ(ж,у) = со5 (1/,г) =соэ(я^,г) = 0, мы по- 
лучпмъ нопосредственно выраетен^п (152), и вт. частномъ (муча-Ь— выражения (143). 
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Въ нэшемъ случае мы ил-^еиг г' = 0-. сл-Ьдоватольно: 

у-'.1\7;-\^х^у' . (153) 

^ = "'1^'-'-"'У ■ 
гд'Ь значен!^ и^. . лк^. . .х-^. . , по сравнен1Ю съ (152) очевидно. Если 
начала ой'Ьихъ системъ коордпнатъ не совпадаютъ, то, обозначая че- 
резъ Жо, Уо! ^0 координаты стараго начала по новыиъ осямъ, им'Ьемъ: 

.т ^= и^х' + и^' -1- э'у , 

г,= г^з:'-^г-ун-у„, (154) 

г =- гк^х' + п\1У -\- г„ . 
На оонованш этпхъ соотпошен!!! легко найдемъ, что 

-!- [г^ (г>^я' 4- ^^У) -I- у^ {ги^а' + и;//)] 5 

-\- [зГу (гс^а' -|- №"^&') + й'д (и,я' -|- м^й')] *^ ■< 
Е = г\и^а< + г^м^Я' + С!',^^ + т^щ) 7?' -р г/^б' 
-)- [у,у («!«' + г*;^') + Жд (г^а' н - ?;,&' )] . 

Предыдущ1Я выражен1п значительно упрощаются, когда старыя 
координаты отнесены къ центру инерцп! данной площади, какъ нача- 
лу, и въ главнымъ осямъ инерц1и, и5о тогда!очевидно. Л' = а' = Ь' = О, 
ГД'Ь а' и Ь' суть, какъ и въ (155), координаты центра инерц1и но 
старой систем*. 



(155) 



Возвращаясь теперь къ распре дБлен1ю давлен ш по площади 
опоры, мы видимъ, что, при равном'&рно изменяющемся распред'Елен1и, 
величины силъ давлений будутъ извЪстны, если мы опред'Ьлимъ три 
постоянный величины ^;,„ а, р. Подставляя величины %р^8, 1,рх<18, 
1,рус18 нзъ выражен1й (13й) и (142) въ уравнен1я (131), мы 
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откуда яолу'1а(!лъ: 



'^----■ 



(/г-о/Лу-Ю— о'Я)СЯ-7?Я1 ' - °" 

- аК) + ]Г(ЪЕ -оЯ) 4- С |«'С + а'И ~ 2ЛИ I 
(В -оМ)= — (О — »>« I (7/- 6>вГ 
Если нааало иоордннатъ выураио въ центр* ннерц!!! данной 
площади н координаты параллельны главныма. талъ кнерЦ1Н, то 

С М ,. 1. 

1К,--- — ^, """""(;• ■ я' ' 

Если плоскость опоры не совладаеть ип са. аднов! наь плос- 
костей коордннатъ, то мы должны положат ь: 

I' -^ р,: -^ »^' — Д'/ 4 т^ ■ и'"!^)'! 

:?аТ'Емъ нолатаа 

^:лг.9 — «, 1лч.ь' — ;/, хлгл':^.;, |1.->8)1> 

мы найдена., что должно пыть: 

Х1>Л8 --\р„ + 1.х„ + ?у„ + уг„] Л' , 

^^шг« ==;...-„« 4 «« + ^-г' ^ •;•'- 

Вотавлал эти величины въ уравнен|н равновьсха (1^^), мы 
опред'Блннъ коеффицсенты ^|^, а, р, у, при чекъ однако ]!еличины 
а, ^, ■^, не остаются незавпснмыни друга, оть друга, но, на основап1и 
(Г1!1), сказаны уравнен1сиъ; 
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г158)а 



которое, Е1',]'Г,дп'ки1 I ^о^1)с, ирилртцается ьъ 

'Гакимъ оорааомъ мы внднлъ, что для любой системы взаимно урав- 
11ок'1>Ш111<ающихс11 иилъ, ириложеныых'ь къ твердому т1^лу, подпертону 
данною !1,10щадью, мы ноженъ найти соответствующее равномерно 
нзмЪннюшееся рас11ред1Блен1е снлъ даБле111й опоры на элементы опи- 
рающейся поверхности. Этираспред1&лек1н, для различныхъ системъ дан- 
ныгь силъ, будутъ разниться между сооою величинами р,,, а, ■^. Если 
найдено давлеН1е р опоры на тЕло, то наопоротъ, дэвлен1е т'Ьла на 
оиору <»удетъ— ;), и рш'пред'Ьлится оч(;в11ДНО точно таким'1.-же 0(^]>а- 
30М1., иавъ р. 



Если твердое тЪло опирается н^свольними п.юскостлми [!а раз- 
личный опоры, то уравнен1Н равнов'||С1я будут!. пмЁть видъ: 

В -{- пгИХ Ч- т<"^\' -\- т"^Х -!- ■ - • - -- О , 

С + н2Х Ч- ч'ТГ/к' 4- т'1.\' -\- . . . г- О , 

л -Ь ш^^Хг — н!^'/.^ ~\- т'}^^'г' — и'^^А'у' -\- ■ ■ ---(?, 

гдЪ чпсло чл4^н()въ, содержащйхъ множители X, X'..., и относащихсн 
къ разлпчными плоскостямъ опоры, вообще бол-Ье, нежели число урав- 

неН1Й. Кром-11 того члены, содержание множители X, V связаны 

между собою уравнеН1ямп (116): 

г^Хл- ч- "(1;Хи + ;/^;х.г .^л;:л , 

. . II т. д. {1Н0) 

('1]Х'.с' -г т'^^Х'у/' 4- н'1.К':;:' ^-^^"^\' , 
которых'}, йудвтъ столько, сколько дано разлнчныхъ плоскостей оноры. 
Такимъ образомъ. если число плоскостей опоры будетъ 1*/, то число 
разлнчныхъ суммъ, содержащих'!, множители X, X' и т. д., будетъ 
Щ а число уравнен1й (15!!) и (.16*)) будетч. Л'+б. Если из-ь этихъ 
ураг,нсп1П возможно составшг. одно или нЬгколько, не содержа)нихъ 
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В1'Л1Г1инъ л. то так1л уравне111л и предстаялть условия равиовЪг!;) 
приложенной системы сплъ. Въ противномъ слуть, равновьс1е оудетъ 
ияЪть мЪсто пр« всякихъ снлахъ, если только всЬ л будутъ соот- 
ветственно отрицательный или нули. Такъ, для двухъ различныхь 
плоскостей опоры услов1е. равноЕ11С1я получится выключен 1еи'1. ;;л 
и 5;>,' изъ первыхъ трехъ уравн. (159), п представится въ видЬ: 

_А {тг/ — т'п) ^ В («Г — «'П -^- С (Ъп' — Гт 1 . = /) , (НИ) 

при челъ 

>:л ^ -,--:■ — ^^ :^- О . 1:/.' = - , — --^0 . 114-1} 

Для трехъ поверхностей услов1я равнов1;с1Я выразятся только 
неравенствами, и т. д. 

Что касается до рас11редЬлен1я давлеи1П по плослостяиъ опоры, 
то мы знаемъ, что для его полнаго опред'1;лек1Л нужно знать лл:! 
каждой площади четыре величины: XX, 1;Хж, "ИХ^, Хлг; но уже въ слу- 
чае двухъ плоскостей, для опред'Ьлен1я 8-ми непзв'Ьстныкъ, мы илЪемъ 
только 7 уравнешй (т. е. урр. (159) и (160), за исключен1еиъ урав- 
нен1я раБ!10Б'Ьс1Я (161)). Сл'Ьдовательно, распредЬлен1е остается не 
вполн!^ опредЬленнынъ. 



Если тЪло не илЪетъ возможности перемешаться нп въ какую 
сторону, -перпендикулярно къ плоскости опоры, то величины А^ вхо- 
ДЯЩ1Я въ услов1я перем'ЬщеН1Й (80) и (81), должны быть равны нулш, 
всл'Ьдств1е чего услов1я (85), опред'Ьляющ1я знакъ у X, т. е. направлен1е 
еилъ сопротивлсн1я или давлен1Я опоры на тЬло, не будутъ имЪть 
мЪста, и знакъ у каждаго изъ X можетъ быть + или — ; т. е. дав- 
ле111е опоры на тЬло можетъ йыть направлено въ ту и другую сто- 
рону по нормали къ ея поверхности. Сила сопротивлен1я плоскости 
опоры, направленная отъ плоскости внутри объема, занимаеяаго тЬ- 
ломъ, называется давлен1емъ по преимуществу. Сила сопротивле- 
Н1Я плоскости опоры, направленная отъ плоскости наружу от'ь объема, 
занимаемаго Т'Еломъ, называется тягою или натяжен1емъ. Тяга 
есть очевидно отрицательное давлеН1е, и ваоборотъ. Давлен1ю или 
тягЪ опоры на твердое т'Ьло очевидно соотвЪтствуютъ равныя и 
противоположныя давление и тяга твердаго тЪла на опору. Величины 
давлен1я и тяги, отнесенныя въ данной точк* новерхностп къ еди- 
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?П1ц1> площади, "удутъ называться силами или напряжен1лми 
давления или тнги (натяжения) въ соотв'ЬтствующеЙ точк'Ь. Какъ дав- 
лен1я, такъ и натяжен1я нринадлежатъ къ такиыъ спламъ, которыя 
мы нредетавляемъ (^ео'Ь распределенными на каждый эленентъ поверх- 
ности и которыя можно обозначить осо5ымъ назван1енъ усил1Й. 
Давлен1я и натяжен1я, действуя всегда ъъ ту или другую сторону по 
мормал!тъ къ поверхности, могутъ быть обозначены, какъ норм а ль- 
ны я УСЛЛ1Я "). Если нормальное усил1е распред'Ьлено по поверх- 
ности равном'ЬрноперемЬнно , то оно называетса сгибающплъ 
у с м л 1 е к ъ, т. е. соответственно — с г и П а ю щ и м ъ д а в л е н 1 е м ъ, 
или сгыбающимъ натяжен1емъ. 

Для случая, когда твердое тЪло мопо-бы не только давить 
на плоскость опоры, скользя по ней, но и тянуть ее, условия рав- 
нов'*с1я приложенныхъ силъ будутъ выражаться т^ми-же самыми 
урасненЬ1мц (104) и Г11)5), при чемъ однако 

рналичныя Х^^О . (163) 

Изъ этихъ уравнен1й мы видимъ, какъ прежде, что система 
данныхъ силъ должна им11ть одну равнодЬйствующую перпендииулнр- 
нук» въ плоскости, но направленную въ любую сторону но нормали. 
Точка приложения равнодМствующей опред'Ьлится ураЕнен1Ямп (113), 
въ которыхъ лЬвыя части могутъ быть выражены черезъ данныя 
силы пзъ (109) н (118). Но такъ какъ величины л могутъ быть 
при этомъ и положительными, и отрицательными, то центръ парал- 
лельныхъ силъ, паправленныхъ въ разный стороны, не будетъ необ- 
ходимо лежать внутри площади образуемой точками приложен1я этихъ 
силъ, какъ въ случа!;, когда знаки у всЬхъ X одинак1е. Распред-Ь- 
лен(е напряжен1е нориальныхъ уснл1Й ножетъ для всякихъ данных^. 
силъ, и въ этомъ случа*, быть выражено формулой (1Ь4), гд4 ^^ для 
различныхъ точевъ можетъ быть отрицательнымъ и подожительнымъ. 

Наконецъ, если твердое т'Ьло неизм'Ьннымъ образомъ скреплено съ 
данною плоскост1ю какою нибудь част1ю своей поверхности, иди тремя 
точками, то оно остается всегда неподвижнымъ, и всякая система при- 
ложенныхъ къ нему силъ будетъ оставаться въ равнов'Ьс1и. Въ такихъ 
случаяхъ можно^равсматривать данное т*ло. какъ совершенно свободное, 

*) Обозначение раепред^ленных-ь по алементаиъ поверхностей силъ особынт. 
т*рм11нока. (.*(*■«.№) было ь!Е1^дин<1 нъ первый разт. КапкшеЪиъ. 
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къ кот11|10М5 С'!, оджи"! стороны приложена данна:) гистенл аип,. а 1-1. 
другой— уравнов1^ш1шаю1111я ее силы (.'Опрот11влен1л плоскости. Эш 
посл11да!!1 БЪ свою очерс'Д]. очевидно могутъ оыть разбиты па дв1. 
системы силъ: одн1; иерпендикулярныл къ плоскости, т. с— нормаль- 
ныя давлен1я или нат!1жен1я, и друг1я, параллельныя плоскости. Силы 
сопротивлен1я, параллельпыя плоскости скр'^плен1я, мосутъ йыть пред- 
ставлены расиред'Ьленными на каждый элементъ поверхности, п явнтсп 
такиыъ образомъ успл1ял11, которыя, въ отлич1е отъ нориальпыхъ, 
носятг назван1е касатель пыхъ или такгенп^альныхъ. Тан- 
геш|*1ал1.ныя усил1я могутъ Ныть представлены всГ. параллельными 
друп. другу п направлепныпп въодн)' пли разныя стороны, при чемъ 
ра<-пред'Ьлен1е ихъ напряжен1Й по разлнчнымь элементамъ, для пхъ 
опредКленнаго направлен1я и для данной системы приложенных'1. снлъ, 
можетъ быть выражеш! тою-же формулою (1В4). Спстела танген- 
ц1ал!.ныхъ уснлШ, раскред-Ьленныхъ по поверхности равномерно ке- 
рем11нньинъ образоыъ, носптъ пааван1е з а к р у ч и в а ю т а г о у с и л 1 я. 
Разыскан11' величины закручиваюшаго уснл1я для данной плоскости 
закр1;плен1я приводится очевидно къ разыскаиш т1Ьхъ слагающнхъ 
уравнов'кшивающихъ силъ, приложенных'!, къ плоскости, который па- 
раллельны этой плоскости и которыхъ моменты слЬдовательно К'Ь 
ней перпендикулярны. Если осп коордпнатъ мы выберемъ такь, чтоГ1ы 
плоскость (хр) совпадала съ плоскост1ю закр'Ёплен)я, черезъ!!^// на- 
зовемъ напряжен1е танге1!ц1альна!0 усил1я, приложеннаго къ ;1ле)1енту 
(18 площади закрЬплен1я, черезъ ф— уголъ направления равнодМст- 
вующей всЬхъ ^ съ осью а'-овъ, то величина ^ для разныхъ элемеп- 
товъ, на оеиованп! вншссказанкаго, определяется нзъ уравнен1Й: 

соз "Ь ^^Л^ -^ А=-0 . ЯШ ф 11']Г(7^' ->- В ^^0 . 

(1«4) 
РОЗ ф 2;;?;/(?^ — 31П ф '^1^x^18 -г А' —■ Ч - 

Выражал затЬмъ занонъ предполагаемаго равномерно изиЬниюшагося 
распределен1а усилия формулой 

1 -"" Зп -г ^^' -^ '^'1 ■ (1*;5) 

где 5,,, -л. -; суть некоторый постоянны,! величины, и предполагал, 
что начало коордпнатъ выбрано въ ценгр-Ь пперЦ111 Площади, а оси 
ж-овъ и '11-оъъ направлены но ея главнымъ осямъ пнерц1И, шы нахо- 
дпмъ нзъ (1Г)4) и (1(;5): 
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6*Г/„ ГОЗ '1^ А=^-(> , 6'0„ 8111 о — II . --: О , 

(166) 

оНс.кф — У.(;5111ф + Угг(). 
1М1, 

Перцы,'! цка 11.1ъ ущ!, (100) опредЬллюгъ (/„ и ф; 

■А Третье. |;ото1>01% па основан!» (1В7), иревратитсн въ 

-'уАН^ у.ВО - N у Ж+'В" --^-~- О , 1168) 

«нрсдьлпетъ с и х, одно пзъ которнхъ стало-йыть остается произ- 
вольнымъ. Такъ какъ, на осиовапи! разъясненп! по поводу выраже- 
нш (135), мы знаемъ, что х п сг иогутъ 5ыть вообще представлены 
въ ВИД1; 

X --^008 9. п^-Ь^\пг^. (169) 

гд'Ь Ф сеть уго.п. съ осью ж-овъ нЬкотороЙ прямой, проиорц1ональ- 
но разетоян1ямъ ить которой прирастаетъ плв уйываетъ величина 
»/, а /1~коеффпц1ент'Ь ятой пропорциональности, то БСЛ'Ьдств1е про- 
извольности одной изъвеличинъ, х и с, направление упомянутой пря- 
мое тоже становится произвольнымъ. Для простоты мы можемъ вы- 
брать зто направление такъ. чтобы было Ф=^ф, т. е. чтобы величи- 
на напраженШ усил1й, вдо.к. по лйн1и параллельной нхь направле- 
Н1Ю, оставалась одна и таже. Въ тапомъ случэ'Ь: 

(170) 



(171) 









отку» 


(168) 
а: 


превращается въ 

1:ЛВ (0~И)-^'(Л'+ В')^--(1, 

'■ лвф-иу * ВХО-ИУ 




„ К^/Л' + В- 



С172) 
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§ 44. Усил1я различныхъ частей твердаго гЬла относисельно 
другъ друга. 

Если некоторая система силъ, прнложвнныхъ къ данному твер- 
дому тЪлу, удоЕлетворяетъ услов^ямъ раЕнов'Ьс1я, то каждая отдель- 
но взятая сила этой системы или н'Ьсколько силъ могутъ быть раз- 
сматриваемы. какъ ура8!!0Б1.шиваюш1я остальныхъ силъ. Вообще си- 
стема силъ, приложенныхъ къ точкаиъ одной части тЪла при упо- 
мянутыхъ услов1яхъ представляется уравнов'Ьшивающей систему силъ, 
прилолениыхъ къ остальнымъ частямъ того-же тЪла, Поэтому мы 
.аожемъ СЕазать, что одна часть тЬла (или вообще какой либо си- 
стемы матер1альныхъ точекъ), ЕСЛ'Ёдств!е приложенныхъ къ ней внЪш- 
ннхъ силъ, дЪйствуетъ на друг1я части того-же тЬла, и на обо- 
ротъ. Внутри даннаго т'Ьла ироведемъ мысленно некоторую поверх- 
ность, разделяющую его на как1я-ли5о дв^ части; тогда эта поверх- 
ность можетъ быть разсматриваема, кавъ нЬкоторая поверхность 
опоры, черезъ посредство которой об'Ь упомянутыя части дЬйетву- 
югь другъ на друга, всл11дств1е приложенныхъ въ этимъ частямъ 
внЪшнихъ силъ. Каждая изъ двухъ частей т'Ьла производитъ па по- 
верхность нькоторыа давленЫ, который могутъ быть представлены 
ьъ Еид'Ь нормальныхъ и тангенц1альныхъ усил1й, распред'Ьленныхъ 
по псЬмъ элементамъ поверхности. Ес-1и-бы поверхность, будучи скр!;- 
илеиа съ тЪломъ, была неподвижна, то упомянутыя усил1я уравно- 
Е'Ьшивались-оы сопротивлен1емъ поверхности. Въ разсматриваемомъ 
ВС случа* роль сопротивлен1й играютъ успл1а, которыя приклады- 
ваются въ той-же поверхности съ другой ея стороны, и обусловлп- 
ьаются силами, приложенными къ другой части твердаго т'Ела. Такъ 
какъ поверхность раздЪла можетъ быть выбрана нами совершенно 
произвольно, то мы приходинъ къ тому представлен1ю, что силы, 
приложенный къ разнымъ точкаиъ твердаго тЬла, могутъ быть раз- 
сматриваемы какъ усил1я, д'Ьйствующ^я на всяк1Й элементъ поверх- 
ности, проводимый гдЪ либо внутри даннаго тЪла. Не должно и^ I томъ 
йднако забывать, что распред'Ьлен1е уеил1й по элемент 1ъ данной 
поверхности раздЬла и ихъ величина остаются произвольньми р 
данной систем* силъ; это явствуетъ уже изъ того, что г ка пр 
ложен1я каждой отдельной силы можетъ быть выбрана гдь у1 д о а 
лии1и дЪйств^я .чтой посл1;дней, и такнмъ оПразонъ. одна и таже си- 
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.13 можетъ быть разсматрнваена, какъ действующая на ту или дру- 
гую иаъ частей твердаго т1;ла, раздАленныхъ упомянутою поверхно- 
стью. Еще больш1й просторъ для произвольнаго выбора распред^ле- 
Н1Й уеил1й является въ толъ случай, когда отд'Ьльныя силы системы 
не даны, а система смъ определена, какъ это всегда бываетъ въ 
вопросахъ динаиини твердаго тЬла, только слагающими А, Д С гео- 
метрической суммы сплъ и слагающими X, 1/, .У ихт> моментовъ 
оксло даинаго начала. 

Если мы иредставимъ себе силы, действующ!!! на твердое т'Кло, 
раенределеннымп въ видЬ ус11Л1П по элементам'ь различныхъ поверх- 
ностей, раздЪлнющихъ данное тЪло на отд'Ьльныя, д11йствующ1Я другъ 
на друга части, то каждая изъ такихъ частей, находясь подъ дЪй- 
ств1ев1ъ остальныхъ, должна сохранять равнов'Ьс1е, если все т*ло на 
ходмтся тоже въ равновЬс!». ВылЬлившн какую-нибудь произвольную 
часть даннаго твердаго т'Ьла, мы найдемъ очевидно, что силы къ ней 
приложенныя будутъ представлены во первыхъ успл1ями, распред*- 
ленными но пограничной поверхности выдЬленноп части и обусло- 
вленными д*йств1ями на эту часть остальнаго т'Ьла, всл'1;дств1е при 
ложенныхъ къ нему силъ, во вторыхъ— силами, приложенными непо- 
средственно къ точвамъ выд'Ьленнаго объема. Силы того и другаго 
рода ви^стТ! должны удовлетворять услов1ямъ равнов'Ьс1Я твердаго 
т^ла. 

Выделенную часть твердаго Т'11ла представинъ себЬ въ вид* 
безконечно шалаго тетраедра, три пограничны» плоскости ОВС, ОСА, 
ОАВ (рис. 74), вотораго параллельны тремъ произвольно выбран- 
нымъ плосвостямъ прнмоугольныхъ координатъ, а четвертая погра- 
ничная плоскость АВС образуетъ съ пер- 
выми тремя произвольные углы. Предполо- 
жлиъ сперва, что упомянутый тетраедръ 
находится только подъ дЪйств1енъ усил1й 
раииред-Ьленныхъ по его поверхности, и 
найдемъ усдов1е рав110В'Ьс1я этихъ усил1Й. 
Прежде всего обратимся къ услов1Ямъ: 

^''"'■■ '^- 2:х=-:й, ^;г^о, х2=^-о. {пг) 

Такъ какъ стороны тетраедра безвонечно малы, то мы можемъ пред- 
нолошить, что по каждой изъ ннхъ усил1Я распред-Влены равномерно, 
т. е. къ каждой части одной и той-же стороны приложены одне и 
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т'Ьже силы. Величины трехъ (■^^агаюЩI^^ъ но ослмъ коорднпать )(11- 
.1ПЙ, д-Ьйствующихъ на сторону пе11|11'11,1111{>Л1[1И1у1(1 кь оси ^с-ок']. (т.е. 
на сторону ОВС) и 0ТI^^ч■енныxъ к). единице площади, нааовевгь че- 
реаъ X.;, Тх, 2и\ величину площади ОЛС ооозпа'шлъ черсаъ 5.т. 
Тогда сумны слагающих!, но тремъ ы-;шъ длл стороны Л'> выра- 
зятся черсзъ , 

^л*'., . Г..Ч. . ;г.6'. . (174) 

11одо')ны;|-Ж(.- ерты дл;| дкухъ сторонъ ^1 н 6\ йулутъ: 

А" Л' . К-^', . 2Г,^\ , 

(_174) 

Так1;1-Ж1' в^-личпны для четвертой стороны, н.ышад!. к01Ч)рой ооо;!на- 
чипъ чсрезъ Й,,, пусть (|узутъ: 

Х„,^-„. 1'„Л',. . У.,.^,. (1741 

Такннъ обрааомъ, на основан1[1 выше ирнведснныхъ обо;!начен1|1, пер- 
вое изъ УСЛ0В1Й равновЪс!.! (11'д) оЙратитсч въ 

Х.8, + Хз.&\- + Х„Й,, + Х„Л\ -. -о. ( 175) 

Но такъ какъ площади б^ч, 5у, ^^'^ суть нроложенк! стороны Л'„, то 
ооозначал черезъ а, |5, 7 косинусы угловъ, которые нериендикулиръ 
(п) къ плоскости 5„. направленный внутрь объема тетраедра, Д1^- 
лаетъ съ осями коордпнатъ, т. е. съ нерпендиь'улярамн вт. тремъ 
другии-ь сторонамъ, мы очевидно |'*УД*!ЯЪ пмЬть; 

Й., -■ - З^'х ., Л\ =- - 8/^ , .'^л^^ -б'.-л (176) 

при чем1. знак'ь— прннятъ потому, что величины площадей 6'х, 5,, 
.5. должны получиться изъ (170^ положптельнымп, а величины «, 
Я 1'1 какъ косинусы туиыхъ угловъ, являются отрицательными. На 
основан1и (Пй), уравпен1с (175), а также п два другихъ [1зъ ^рав- 
неН1й (175), представятся въ слЪдующеиъ внд'1;: 

Х„- яХх-грХ, -г V^"-■ 

Г„ г- аГ. 4- р1\ + у1\ . (177) 

Значен1е этихъ уравненш состоитъ въ слЪдующемъ. Черезъ лю5ую 
точку О внутри даннаго т11ла мы ножемъ представить себь проведен- 
ными нБкоторыя три взаимно перпендикулярный плоскости, и мо- 
желъ также опред'Влнть девять слагающпхъ усил1й, приложенныхъ 
къ частамъ упомянутыхъ плоскостей, лежащимъ безконечно 5лпяко 
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<1Т1. точки О. Знаа эти девять [(('личннъ, мы можсмъ, на осноБа1![и 
(177). вычислить слагаюийя Х,,, 1',,, ^„ у(;ил1П, приложенных'!. к1, 
ЛК1Й0!! пл11п;й(.'ти, проведенной Ги;зконечно близко отъ точки О, для 
т*х'ь 1'Н частей, который безконечио мало удалены отъ той-же точки. 
Такииъ образомъ, длл рЬшен1я вопроса объ услл1яхъ, нриложенныхъ 
К1. элементу данной поверхности, проходящему канъ-лнбо черезъ дан- 
ную точку внутри твердаго т4ла, достаточно р'Ьшить туже задачу 
для трехъ взаимно периендикуларныхъ элементовъ поверхности, про- 
ходищихъ черезъ туже точку, и знать углы, которые нериендикуларъ 
въ данкоыу элементу д^лаетх съ ребрами треграннаго угла, обра- 
зуемаго тремя выше упомянутыми взаимно перпендикулярными пло- 
скостями. 

Теперь приложимъ къ тому-же тетраедру остнльныя три извест- 
ный уравпеиЬч равнонКс1н; 

'И{Гг — 2у\ -.-- О, ^{}^х — Хг}^--0, ^(Х^/— Хх) :.:г. о , (178) 
при чемъ для простоты предположииъ начало коордпнатъ въ верши- 
Н'К о тетраедра, Такъ кавъ къ точкамъ каждой изъ сторонъ те- 
траедра приложены по условию различный снстеиы иараллельннхъ и 
равныхъ снлъ, то каждую изъ такихъ системъ мы можемъ заменить 
одною силою, равною алгебраической сумм! силъ системы и прилс- 
женнов! къ центру инерЦ1и соответствующей стороны. Центръ инер- 
Ц111 В(^якаго треугольника лежнтъ, какъ легко видеть, въ точк-Ь пе- 
ресЪчен1я двухъ лин1й, проходнщцхъ соотв'Ьтственно черезъ двЬ его 
вершины м дЬлящихъ ио поланъ обЪ противулежащ1я угламъ сторо- 
ны, прп чеыъ каждыя двЪ так1а лин1и иересЬваются взаимно на двухъ 
третяхъ ихъ длины, считая отъ вершины соотв'Ьтствующихъ угловъ. 
Такимъ образомъ, обозначая длины ОЛ, 011, ОС реберъ тетраедра 
черезъ й, Ь, с, мы легко найдемъ, что координаты центра инерц[и 
будутъ: 



для стороны , 



2 
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Е(-.пТ-дсти1е ч('го икуьче иа'ь УР11. |17Ь) мы можемъ написать въ ппд'Ь: 

(17Я} 
- [.г.й'.ч '^Ь^ ;^,.8.,'~ Ъ - И„8„ ^ с I =-- (I , 

иди, на осн<и;а1И11 (1715) и (177), заменяя величины 5'х,5'1,|5/, У„\\2„: 

( - а У. - } У, -- я У.. + ;5 У, -- 7 ^'0 1 ^ 

- ( - а;^. - -%. -■- ^■1. - ;5/Г5 -г '{7., \%Ъ^(К 

откуда. заы'1;'1ал что величины ус и (ЗА выражаютъ одну и туже 
длину перпендикуляра п:^ъ точки О на плоскость ЛВС. иы нахо- 
дииъ ус,лов|1': 

У,--^'/:, ■ (180) 

Точно также найдемъ и^ъ остальныхъ двухъ урр. (17Ь): 

7, =-. X, . Х; ^ У. , (1Й0) 

откуда ^авлючаем'ь, что для важдыхъ дВухъ взаимно периенднкуляр- 
ныхъ плоскихъ алементоьъ касательное у(;нл1е одного, направленное 
параллельно плоскости втораго, равно касательному усил!ю другаго, 
направленному параллельно плоскости перваго. 
Вводя (»5означен1я: 

Т, ^. У, ~. 2, , '1\ = X. --- X, , Т.. Г-. X, --г. У, , 

Х^ -^ X, , .Л', ~- У, , Л'., ^ /?, , ^ ^ 

мы представимъ уравпеи1н (177) въ вид*; 

Уп ^ а7; ^ ;ЗЛ',,-г 7^', > (182) 

откуда Епдпмъ, что для рЪшен1Л вопроса о нахожде!11и трехъ сла- 
гающихъ усил1й на какой либо элементъ поверхности, проходящ1й 
черезъ данную точку, необходимо знать, крон! иодожен1я элемента, 
только шесть разлнчныхъ усвлШ на три взаимно яерпендикуляр- 
ныя элемента, проходящ1е черезъ туже точку: именно: три яормаль- 
ныя уснл1я Л'",, Л''^, Л', и три тангенц1адьныя 1\, Т.^, '1\, нзъ кото- 
рых!. Т^., будучи приложено къ &лементамъ, перпендикулярнылъ къ 
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осямъ у-овъ или з-оъъ, направляется параллельно соотпЬтатвенпо осяиъ 
^-овъ или */-овъ, и т. п. 

Если на разсматрпваемып тетраспръ будутъ еще дМствовать 
силы, прнложенныя къ точкамъ, внутри его объема, то обозначая че- 
резъ ЕХ, 5:Г, ^г' сулмы слагающихъ этихъ сплъ по осамъ коор- 
динатъ, мы должны йудемъ изменить услов!е равнов:Ьс!я (175) и 
ему полобныя слйдушщнмъ образомъ: 

Х.«, + Х,5',-Ь Х.8, + Х„8„ + ^х^ о , 

Г,8, + Г,5,4-ГЛ+У„5„ + 1;Г-(). и т. д. ''^^'^^ 

Но такъ какъ площади четырехъ сторонъ тетраэдра безконечно ма- 
лы, то первые четыре члена въ важдомъ изъ уравн. (182) будутъ 
безконечно налы въ сравнена еъ 2Х. 2Г и Х2, всл*Д(;тв1е чего и 
могутъ передъ эти1ян последними быть пренебрегаемы. Поэтому урр, 
(1Ь2) превра1паютс!1 въ 

^Х^-0, ^Г=0, 1:2 = 0. (183) 

Вноса эти услое1я въ (182), мы приходимъ также и къ прежде выведен- 
нымъ уравнен1амъ (177), которыя для даннаго случал будутъ обу- 
словливать равновЪс1е, ви-ЬстЪ съ урр. (183). Точно также далЪе, 
обозначая черезъ различный ж, у, г точки приложен1я данныхъ силъ, 
мы легко зам-Ьтвиъ, что вс4 члены Уравнен1я (179) и ему подобныхъ^ 
къ которымъ нужно въ данномъ случаЪ придать ^(Уз — гц) и 
т. п., будутъ безконечЕЮ меиЬе придаваемыхъ моментовъ, и вслЪд- 
ств1е этого могутъ быть, въ сравнении съ этими последними, прене- 
брегаемы. Поэтому мы получаемъ еще так1я уравнешя равнов'Ьс1я: 

2^'^'^^~^}')^-0, У{2х-Хг} = 0, '^(X,^-Тx)=^.0, (-184), 

вмЪстЬ съ которыми также будутъ ииЬть мЪсто и урр. (180), выве- 
денный изъ (179). 

Итакъ, мы приходимъ къ тому заключен1ю, что соотиошен1я 
(182) существуютъ во всявомъ случа*; если-же существуютъ вром* 
данныхъ УСИЛ1Й Х,„ Г.„ 2,„ Л'., .V,, Л^^. Т„ Т,, Т„ еще другая силы, 
приложенныя въ точвамъ безконечно малаго объема выделенной ча- 
сти тЪла, то эти СИЛЫ должны взаимно уравновешиваться незави- 
симо отъ упомянутыхъ усилш. 
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11ргьм>ьчаик. Три (магинтия усн.!!!! -X,,, У,,, /,,,., иТ111Х(.'НИ1.!н К1. 
^'Липиц'!! площади даннпго ;^.1(•м(■11та пои-рмюгтн и выражаем!.:;! :"1. 

110310Щ1Ю Ш1^СТИ уПКЙЙ Л' 11 Т. Я ЬГТКуЮЩИХ'Ь на 1Р1! т1]И';11.Ли111!.!|| 

поверхности, лаютъ величину Р н шшрав,1(^н1е резулмпруютаю да- 
ВЛС1П11 на ужшитутып члеиентъ танимъ оора^олъ: 

X У /^ (18.">) 

1!ообш« направле1Пе Р не совпадаетъ съ перпендпкумярои'!. къ рау- 
гматрпваемому элементу; но возможно очевидно подыскать такой 
улементъ поверхности, нроходнщШ черезъ туже точку, какъ разсна- 
триваелый, давлен1е на который будетъ къ нелу пернепдикулиршх 
Для такого улемепта очевидно ни оудемъ нн'Ьть: 

г,)8 [Кх)^ ее , Г08 ( Л.;/) =- |5 , (-05 1 Р,^) .-- V . 
гдЬ я, (3, 7 суть косинусы угловъ нормали кг элементу (■■!, исяип ки- 
ордннатъ, и следовательно получныъ: 

а 1!гл1',дств1е (1Щ: 

р^ ^- кр.. -г ■^^N2-^ 4^1 , (.■1*^*^) 

Ртг.-.-са;^|37', ^ух, 

откуда и онред'^лкмъ ш) данныиъ -^У^ . . . '1\ . . . направлеи1е («1,1^, 7) 
;-*лемеита, нспытывающаго нормальное уС11Л1е, н величину Р этого усн- 
Л1К, отнесенную къ единвц'Ь площади, при ченъ величины а, ^, у, 
какъ на1!1;г.тно. свя;!аны еще уравнен1емъ 

а-^.^^^-гу-^ = 1. (1873 

Исключая а,;,-; лаъ четырехъ уравпеН1П (1Ы)) п [ХЬЧ], мы полу- 
чимъ следующее уравпен1е для опред'Ёлен1я величины Р; 

( 188) 
— ^N^N^N^ -]- 2Т,'1\1\ ~ Л',Р^^ _ .%Г/ ~ ЛдР/) ^- " , 

р*шая которое, получинъ воооще трн различный величины Р,, Р.^, Р., 
давлен1я ("какъ три корни кубич^-скаго уравнен1я),удовлетворяшщ1я вы- 
шсупомяпутыиъ у15лов|н>1ъ. Подстзвлля каждое иаъ трсхъ Л1ачен1п 
Р въ уравнен1н ПКК), мы найдемъ три сер!!! В1?л1[Ч11нъ з, [^ •■ «и- 
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.иг'шыи лругъ о'п. друга; т. ч. нормальному давлбн1ю Р, (|улегь со- 
(р'1в1лч;тно1!ать н1;которое. направлен!!'. |а,.р^,713 нормали э.1емента. 
псиытываюгцйго это ;1авле1пс, при 'И'иъ величины «|, ^^,, 7| опредЪ- 
лятш при поастанокк!; Р, ш. уравнении (186); т«'шо также давле- 
Н1Н1 Р.2 ('|удетъ соотв^тмвокать другой элементъ, опред'ЬляемыЙ нэ- 
1!11авлен1енъ (а;,(3^,Т.,) 1М'о нормали; давден!») Р^ оудетъ соотв'Ьт- 
гтвоват!, н'Ькоторый третей злсм^нтъ («.,. Р;,, у,). Такиш. ооразомъ, 
как'1.-бы ни Лыли раскред'Ьлсны усилия внутри даннаго твердаго т1;ла. 
■К'рсаъ каждую точку внутри его можно нровест» три новерхност- 
ныхъ .члемента, на ноторы(; (^удуп. яИпствоватг. только 1!<'рпе1цику- 

ЛЯрЦЫ» уе11Л1Я. 

Иодставимъ теперь в'ь урр. (1Ь6) величины Р,.^!.^-,."]'!, кото- 
рыл ДОЛЖНЫ имъ удовлетворить; номножим'ь эти три уравнен1н гоот- 
В'Г.тгтвспно 11!1 «^, ^.^, 1'э и сложиях; тогда нолушмъ: 

+ ( я.Та + «2 п ) ? = + (Р.^. 4- 13,а, ) Т, . 
Точно также, подставляя величины -''^, »2,Рг,Т,,, нояножая на а;.г^1,71, 
1т скллдыкан, нолучимъ: 

-г ( ^гъ + ^.Т1 ) 2; -Г (Рл + Р.«. ) 2; . 

■вычитан урр. (18У) и (1У0) другъ изъ друга, находпнъ: 

|Р, - -Рц) (а,а, + ^^г^^2+ЪЪ) = о . (19] ) 

Но так'ь как'ь Р^ н 1\ воооще не равны другъ другу, то ур, (11)1) 
ложетъ удовлетвориться только К01\да 

я, а, + ^^А + ':Л'2 ^"- 'Л ( ^У2) 

'Г. с. когца ианрав,1ен1я двух!. ;1авле111Й Р^ ч Р^ перпендикулярны 
другъ къ другу. Точно также докажемъ, что и третье дав.1ев1е Р^ 
перпендикулярно «ъ двумъ остальнымъ, если только оно отъ нихъ 
отлично. 

Легко также показать, что корни ур. (18«} не могутъ быть 
яннмыми. Дийствительно, предноложимъ, что ур. (1!ЬН) пм11етъ мнн- 
лые к(|рН11; тогда тав1е два корпя должны им'Ьть видъ, 1га11рим'Ьръ: 

Р,^: Л^Л1^^, ]\- Л-111 ^^: (193) 
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точно также, опрециенныя по Р, к Р^ г.^л^г^^ты х, , , - х^ . . . дол;я- 

ны нм'Бть видъ: 

'х,^--Р -^ п|/ — 1 . ^^^^^^~^ /, |/ — 1, -'^ 1- г — ^|/— 
а^^р — ау/—!, ^2 = -5 — ?'!/— Г. --^ г^г-~с\/- 

тц'Ь 2),1)^}\а,Ь,с суть дЪйствителышя величины. ВслЪзств1е (194) 

уравненк (192) должно превратите!) въ 

р'^ ^^'' + )■= -г п^ -^ ?.^ ^ с^ — о . (195) 

что невоаможно. Сл'Ьдовэтельно, невозиожны мнимые корни уравне- 
шя (188). 

Наоборотъ, если налъ даны величины и паиравлен1я трехъ 
главныкъ уС11д1Й Р^, Р^, Рд, то но нпнъ легко определить шесть 
УСИЛ1П Л\ . . , ^1 . . . . Д'1;йстБител1.но, подставимъ въ первое изъ урр. 
(186) по очереди величины «1.,., а^ . . . , а^ . . . ; получешшя три 
уравпенп! умножимъ соотв-Бтственно на а^, а^, а^, и сложимъ; за тЪмъ 
помножииъ т^Ьжс уравнен!а на ^„(^^.^^ и сложииъ, и точно также 
^на 71> Тз- Тэ! тоже саиое выполнимъ еъ тремя ураввен]ямн. полу- 
чаемыми изъ втораго ур. (186), и съ тремя ура1(нен1янн, получаемыми 
изъ третьяго ур. (186). Тогда легко найдемъ: 

Л\ ^-- сс^^Р^ + а/Р; -г 'г.^Р, . 

N,^'{^,'Р^ +р,'Р, +;3,^Рз, 

2'а=^Т1«1А-Ь72»2-Р!^ Тз«з-^з- 
Тз = лАр1+«АРг+ а,|5,Р,. 



(196) 
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В) ДВИЖЕН1Е ТВЕРДАГО ША ПОДЪ Д^ЙСТВШМЪ ПРИЛОЖЕННЫХЪ 
СИЛЪ. (КИНЕТИКА ТВЕРДАГО ТМА). 



§ 45. Количество двнжен1я, его моментъ н кинетическая энерпн 
свободной неизменяемой системы. 

Если данная система гилъ приложена къ точканъ свободное неиз- 
я'Ьнаемой системы, то тЪ части этихъ снлъ, которыя, (будучи приложены 
къ каждыкъ двумъ различнымъ точкамъ, направлены въ противопо- 
ложный стороны но разстоянш аежду зтими посл'бдними и равны 
дру1'ъ другу, очевидно все1-да взанино уравковЪсятся. Такийъ обра- 
зомъ, нзм'Ьнен1е движения будутъ производить только т'Ь изъ прилож- 
ныхъ (^илъ, величина и направлен1е которыхъ не ооладаютъ свойст- 
вами величины и направления взапмныхъ силъ. Д'Бйств1е такихъ снлъ, 
как'ь мы видели въ § 25, § 31, § 35, состоитъ въ измЪнен1и гео- 
метрической суммы количествъ движения системы, геометрической 
суммы моментовъ этихъ количествъ движен1я, и величины анерг1а 
системы. Изм'Ькен1Я нервыхъ двухъ величинъ, отнесенныя къ единиц1'. 
времени. изм'Ьряются соответственно геометрическими суммами при- 
ложенныхъ силъ и яхъ моментовъ, а приращен1е анерг1И — работою 
вп-Ьшнихъ силъ. Если приложенный силы обладаютъ по величнн'Ь и 
направлению свойствами взэннныхъ силъ дли если ихъ совс'!Бм'ь н^тъ, 
то геометрическая суммы количествъ движенья и ихъ моментовъ, а 
также и величина энерг111 свободной неизм'Ёняемой системы, остаются 
неизменными во все время движен1Я. 

Движен1е неизменяемой системы, какъ мы видели въ § 1й, опре- 
деляется для каждаго промежутка времени вращен1емъ системы (Зколо 
определенной оси и ея поступательнымъ движен1еиъ. Для определе- 
шя ВЛ1ЯН1Я прнложепныхъ силъ на это движеН1е, мы должны прежде 
всего найти зависимость между вращательными и поступательными 
1'коростями, съ одной стороны, и упомянутыми выше величинами, не- 
посредственно изменяемым» силами, — съ другой стороны. 
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Начкевъ съ коли'1ества движеньт. Если т 5улетъ масса одной 
какой - либо пзъ матер|альнь1хъ точевъ неизмйнлемой системы, и 
V^, V,, Ръ — три слагаю1Ц1я скорорти атой точки по осямъ Еоординатъ, 
то слагающая величины колпчества двнжен1я по тЪмъ-же осяиъ вы- 
рэзлтся алгебраическими суммами 

взятыми для вс'Вхъ точекъ и скоростей данной системы. Но такъ какъ 
на осиоваши § 15, (93): 

г\ --^= и -г '■;/ — «г , 

г', = гз-^р^ — гх, (198) 

!■/,=- ТО -тЗ^—рр , 

гдЪ елага10щ1я поступатсльнаго движен1я ц, и, ю, и угловой скорости, 
^5, д*, )-, суть однЬ и т11же для всЪхъ точекъ системы, то мы получнмъ: 

2»вгг, — г)2т +р^тз — г^тх , (199) 

Обозначая черезъ х,у,г координаты центра инер1ии системы и 
помня § 22, (27), мы получнлъ иаъ (199): 

^тVx = (и -г *■!/ — дя) Хт , 

2«1г-, ^ (о + рг — те) Хт , (200) 

^ть\ =^(уо^рх — рг/) Ит . 
Но выражешл въ скобвахъ представляютъ очевидно, по (198), скорости 
центра инерц1и; поэтому, обозначая эти послЕдн1Я черезъ г\, V,, Гг, 
яы выводпмъ, что 

т. е. что количество движен1Я системы выражается количествомъ 
двнжеН1я ея центра инерц!и, къ которому отнесена вся масса ^т 
системы. Есля ось вращен1я мы выберем-ь проходящею черезъ центръ 
инерц!и, то очевидно: 

!^, ^и, г>— в, 1^, = го. (202) 

Слагающей геометрической суммы мовентовъ количествъ движен1я 
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будутъ, па основан!]! § 24, (48): 

1:{V^-0'--V-4/)т, I.{V^x~V,,0)т, 2 (^,?/ — г,»;) т , (203) 

которыя, на основан1и (198), представятся въ слЪдующемъ вид*: 

X{V^x —V^^)т={V)x— иг) 2т — р^тух — г^ту2!-\-д1.т (л^ + а''), (204) 
-^("х*/ — V^^x)т^=. {му — Ож) Ът. — д^^тгх — рЛтгу ■'гг^т {х^ + г/''}, 
при чемъ первые члеиы правыхъ частей въ (204), выражающ1е мо- 
менты количества движен1я центра инерц1и, черезъ который прохо- 
ходитъ ось вращек1я, обращаются въ вули, если начало координатъ 
выбрано въ центрЬ 11нерц1и. 

Приращенье количества энергии Е неизменяемой системы будетъ 
измЪрнться П1)пра1цен1емъ одной только ея кинетической энергш Г, 
такъ какъ нриращенте ея потеиц1альной энерг1Н, всл'Ьдств1е неизм-Ь- 
няемоети разстояН1Й между точками системы, всегда равно нулю. 
Такъ какъ 

Г=^1:т(г-.= + ^-г^^')^ (205) 

то, на основании (198), будеиъ пмЬть; 

111 
+ ^р^Ъп{у^ -г г')Ч- 2 ^'^т{г'' + ж') + -^г^^:т (х^ + у^) 

— дг1,т1/г ■ — гр^тгх — ^щ'^тху 
+ р{Щ — и?) 2ж + 5 (ч^— Ш) Ъп -4- г (1"^— Щ) 2т , 
тдЪ три аослЬди^е члена обращаются въ нули, если начало кОорди- 
натъ выбрано въ центр* инерц1и. 

Величины, выракенныа суммами 

2т ("«^ + ^^ ) , 2ш Гг'^ -\-х'') . 2т {х^ + ^' ) > 

УН ^ }^ I -г ;, V -г» ;' ^207) 

1^туе , 'Итгх , ^тху , 

ВХ0ДЯШ1Я въ выражеН1я моментовъ воличествъ движенгя и въ выражен1е 

кинетической энерги! неизменяемой системы, определяются только 

геометрическпмъ распредЪлен1еыъ иассъ системы. Первыя три суммы 

(207) носятъ назван1е моментовъ инерц1и системы, соотв^т- 



(206) 
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ствешю 0К0.10 осей ^:-овъ, г/-ОБЪ и ---от.: 111и'.||-.дн1и три суммы иа- 
вываютсн иомептами ;1ев[ац111 или и () о и .; к е д е и 1 я м и и л с р- 
ц 1 и около '1"1.Х'ь-же соотв^тственных'ь осе.й. 



§ 4<>. Главный свойства моментовъ инерц1и. 

11роизведе111е пзъ массы данной млт1'р1ал1>[[оП точки и квадрата 
ея ра;!стоян1я отч. данной прямой йауыБас,т(:н моментом ъ пиерц!!! 
атой точки около упомянутой лин1и, какъ осн. Если дано не- 
сколько матерьальныхъ точекъ, то а л Г1^ 5ра1гч е с ка я сумма назван- 
ныхъ выш« произведенШ представить ыомептъ пне рц1й системы 
яатер1альныхъ точекъ около данной осн. Такнмъ образонъ, если 
мы черезъ т обозначилъ массу какой-лп^о матер1альноа точки си- 
стемы н черезъ г — ея разстояв1е отъ некоторой оси, то моментъ 
инерц1!1, Н, системы около ^пой оси представится алгеоранческою 
суммою 

Н^Ънг-, 1208) 

гд* сумма берется но вР'Смъ точкамъ системы и ра^стоан1я г онре- 
Д'Ьляются отъ одной н той-же прямой. 

Если масса системы непрерывно расположена въ данномъ о5ъ- 
ем-Ь, то масса каждой безаюнечно налой части объема может'ь оыть 
разсматриваема, какч. отдельная матер1альная точка. Ооозначаи череаъ 
йй элементъ объема и черезч. к плотность массы въ нень заклю- 
ченной, мы выразимъ массу каждаго элемента объема произведешемъ 
ЫИ, при чемъ к для каждаго элемента объема вообще можегь быт1. 
разлпчпымъ. 1!'1. такомъ елуча'Ь ноиентъ ]1иерц1и представится въ видЪ: 
Н^---^:Ь-\К1, 1,208)' 

гдЬ сумма осрется но вс11мъ нлементамъ даннаго объема. Если мы 
выбереяъ ось момента инерц1и за ось д;-овъ, то очевидно, г' =у/" +г', 
и следовательно, обозначая черезъ ^^x моментъ »нерц1и системы 
около оси .т-овъ. будемъ нмЪть: В'^~1,т(у^-{-г-)- Если кромЪ того 
Ну и И, пудут'ь моменты ннерц||1 около осей »/-овъ и *-овъ, то 
вообще: 
Я, = -^т [у^ -V ^'} , Л, — Ъп (^' ^ х') , №. г= ^т ( х' + У ) . ( 20У> 

Представимъ себе некоторую лин1ю, проходящую параллельно 
оси ж-овъ чере:гь центръ 11нерц1и системы, н найдемъ, насколько 
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мож'птъ ннерц1!1 Нх около йтой лннп! йудетъ отличаться отъ сга- 
раго -Нх. Начало коорцинатъ перенесемъ въ центръ инерц1в, ч коор- 
динаты точекъ системы относительно новаго начала обозначнмъ че- 
резъ х\ у, г'. Тогда очевидно, мы будсяъ имЬть: 

а-=:д;-рд-'. У ^^- У '\~ у' ; г^=.г-|-.г', 

гд'Ь ,т, »/, г суть координаты центра инс.рц1и по старому началу. Та- 
кимъ ооразонъ мы получимъ: 

-1т|у=Ч-г'М. (210) 

Но такъ какъ "^щ/' ™ Е-щг' =^ О, ибо начало воординэтъ т'-овъ, у'-овъ . . 
взято въ центрЪ инерц1н, то иы получаем], изъ ("210): 

Я, = (У + ?} 1;т + //,': (211) 

т. е. моментъ 1111ерц1И около данной оси равенъ момс'нту инерц1и 
около другой осн, параллельной данной и проходящей черезъ центръ 
)1Нерц111 системы, сложенному съ моиентаии нперц!!! около отарой 
оси всей массы системы, сосредоточенной въ ея центр* инерц1И. 
Отсюда слЪдуетъ, что иомснтъ инерции около осп, проходящей черезъ 
центръ пнерц1и, будетъ наиленьш1Й пзъ всЬхъ момснтовъ около осей, 
параллельныхъ данной п проходащикъ черезъ различныя точки. Кром* 
того моленты ипертип около взаимно параллельныхъ осей, располо- 
женныхъ на равныхъ раустоян1ЯХЪ отъ центра нперц1и, равны меж- 
ду собою. 

Зная моменты 1шери1ц И^.Н^,Н^ около трехъ взаимно пернен- 
дикулярпыкъ осей, проходящнхъ черезъ центръ И[1ерц1и, легко найти 
коментъ инерц1и Я около всякой другой оси, проходящей черезъ 
центръ инерц1и, и образующей углы а, р,^ съ тремя данными осями. 
Пусть ОХ, 01', 02 будутъ направлев1я (рис. 75) 
трехъ данныхъ осей и О/ — направлеше оси 
исковаго момента Н\ пусть т будетъ н-Ькото- 
. рая точка {х,у,г) системы, р — ея разстоян1я 
отъ центра, г — ея разстоян!е отъ оси 01, 
1 — длина вдоль 01 отъ О до подошвы перпен- 
Рас. 75. днкуляра г. Тогда очевидно: 
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ео8(р,П ггг-сояа н — соз 5+ -сов-,- , 
В1п' (р,^)^ 1 — : - соз к т =^ РОЗ р -г- __ сон 7 

следовательно: 

г' :— Х^ "Г у' -г ■^^ — (Л^СОБЯ -г (/ООЗ ^ -г гСОН*^}^, 

нлн ПОМНЯ, что 

С08 ^ а -{- соз ^ |3 Ч- РОЗ ^у = "1 : 
г^ = {^,2 + л^) ео8 ^а + (г' + х^) еоз '|3 ~г {х^ + у=) сое ^^ 
— '2у2 сов ^ соз 7 — Зг'д: С08 -^ сое 1. — 2ху сое « соз |3 . 
Зат^иъ обозначая выражения 

соответственно черезъ (212) 

Я«, Я,, //., ^., Я,, Я,, 
мы получаемъ: 

Я=: йиг' = Я, соз ^а + Я, соз *6 -н Я. соз ^у 
— 2^,: СОЗ |5! сов -]• — 2^5 соз ^ сов а — 2^г сов а соз ^ . 

Такнмъ образомъ опред'Ьлнтся Л" около всякой осп (а, [3, 7). *!'^^и 
извЬстны моменты 11нерц1н л дев[ац1и около трехъ осей координатъ. 
Закояъ нзмЪнен1я величпны момента внерц!!! съ измЪнеюемъ направ- 
лешя его осп мы можемъ представить графически слЪдующимъ спо- 
собомъ. Отложимъ отъ начала О вдоль по направлен!» оси инерЦ1н 

1 
длину, равную ,= . Съ 1]зм']Я1еи1е)(ъ положешя осп «зм'Ьнится ве- 

личина Н, а следовательно и длина =, отложенная нам» на этой 

[/Я 
оси. Если мы проведеиъ черезъ О всевозможныя оси и на каждой 

1 
нзъ Нйхъ отложимъ упомянутынъ образомъ длины =, то концы 

такихъ лиН1Й образуютъ некоторую поверхность, облегающую на- 
чало О. Наоборотъ , проведя разъ упомянутую поверхность во- 
кругъ точки о, мы опред'Ёлимъ величину момента инерц1И для лю- 
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бой оси, совпадающей но своему напраЕлен1ю съ одниыъ изъ рад1у- 
еовъ векторовъ этой поверхности. Д-Ьйствнтельно, если длина упомя- 
нутагс рад1уса вектора будетъ р, то моментъ инерд1и окодо оси, съ 

нниъ совпадающей, будетъ очевидно -,- . Всякую поверхность мы счи- 

? 
таеиъ тогда наиъ известною, когда знаемъ соотношен1е между коорди- 
натами точевъ на ней лежащихъ, т. е. когда знаемъ уравнеН1е этой 
поверхности; ибо въ такомт случай ыы можемъ точка за точкой 
построить всю поверхность. Найдемъ новтому уравнен1е поверхности, 

1 
на которой лежатъ концы лпн1Й длины ,= , проведенныхъ вдоль по 

различныиъ оснмъ (а, р,у}. Пусть х,у,з будутъ координаты конца 
одной изъ такихъ лин1й; тогда очевидно: 

откуда 

с<»8 а .--^ X \/И , 008 !3 - ^ г/ ]/Л , еоз ';^-г\ (214) 

подставляя эти величины въ (21)1), находимъ следующее уравнен1е 
поверхности: 

1 = Н.х' + Щу' н- Я,У " ■2^,I^г — ■2д,ех — 2^,ху , (215) 

которое представить эллинсоидъ , называемый эллипсоидоиъ 
инерц1и. Геоыетр1я учитъ, что съ измЁнен1емъ направлен1я прямо- 
угольной системы координатъ видъ уравнен1Я (215) не изменяется; 
а изменяется только величина коеффиц1ентовъ И и ^. Между различ- 
ными системами прамоугольныхъ координатъ, ироходащнхъ черезъ 
одну и туже точку О, мы можемъ выбрать такую, относительно ко- 
торой уравнен1е даннаго эллипсоида не будетъ содержать 11роизведеп1й 
координатъ. Въ такомъ случаЪ оси координатъ совпадутъ съ глав- 
ными осями аллинсоида, коеффиц1енты Н.^, Н-,-, Нг обратятся въ не- 
который 11^,11^,11^, а коеффнц1еиты ^ въ нули; уравнен1е же 
эллипсоида принетъ видъ: 

Н,х^ + ну -г Щ^-" = 1 . (216) 

Величины И^, Н.^, Н^ очевидно представятъ моменты инерц1И 
около главныхъ осей эллипсоида. Эти моменты называются глав- 
ными, а ихъ оси — главпыми осями инерц1и. Моменты дев1ац1И 
около главныхъ осей ннерц1и очевидно равны нулю. Если положен1е 
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и величина главныхъ осей и ломеншвь инерн]!! известны, то ми- 
иеытъ ияерцш Н около оси образующей углы а,;3,у съ гЛ1шиилн 
осями буцеть очевидно: 

Интегральное исчислен1е даетъ способы производить алгебраи- 
ческое сумыовап1е безконечно большаго числа безконечно малыхъ 
слагаемыхъ въ выражен1п (208)'. 

Ниже приведены полученныа этими способами выражен1я длп 
цеитральныхъ ыояентовъ инерЦ111 пЪвоторыхъ однородных-!. тЬлъ. 



Т * л о. момента. ^'"'енть пнерщи. | 



I ВСЯК111 

3. Сфера, радиуса?" ■ д1аиетръ 

2. Сфероидъ; кодярнаа полуось й, '' 

экватор. рад1усъ г . . поляр, ось, 

3. Эллппсоидъ, еъ подуосямп ! 

а, Ъ, с ', ось 2п 

4. СФернчесв1Й едой, сь вн-бшн. и всяк1Й | 

внутр. рад|усами г н г' , | Д1а1яетръ | 

5. Э,!ли1[т. цилиндръ; длш 



Ит.г- 




-гг 






1; 


А7шЬс(!'^^ 


"'Ь 


и 




15 


1Н 



попереча. полуоси 5 п с , прод.оеь2а! '-' — '--._1— !/^ 



7, Полый КРУГ.1ЫЙ цилиндръ; дли- \ 

ва '2а, вн'Ёшн1Й п внутрен. I 

рад1усы г иг' прод.ось2(# т.а {г* ~ г'^)1- 



1 поперочн. 
1 Д1аметръ. 



9. Прямоуг. параллелепипедъ,рео- ' о ; с/а 2 1 

ра 2», 2*, 2с I ось 2а ^ ^^:^Щ:ГЯ.1); 

10. Конусъ: высота Л, рад1усъ)'.. | ось А ~^1(~^ 
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&; 47. Неизменяемое движен1е свободнаго твердаго тЪла. 

Е(■^!11 сг.ооодное твердое тЬло движетси 5езъ д'ЬЙств1я на него 
вп-Ьшнихг силъ (по ин€рц1н). то величины, выражен1я которыхъ 
приведены въ § 45, остаются неизмЬннымп во все время двия1ен1я. 
Разберемт. кинематиченкос 311ачен1е пхъ постоянства. 

Не1131(1^няе11ость величины и направления колгпества движении, 
то есть величины его слагаюнщх'ь 

Г:Хт , г^'^Ит . г-Хт ■ (218) 

указываетъ на то, что центръ инертин твердаго т1;лу движется прямо- 
линейно и равнон'Ьрно, или остается въ повог. 

Выра1кек1Я (204) представляштъ слагающк' мояепты количества 
ДЕИ]кек1я по произвольно выбраннымъ осямъ координатъ. Гезульти- 
руюш1й момепть, определенный по этнмъ тремъ слагающинъ, долженъ 
оетаватьея дла вгякаго времени однплъ и тЪлъ-же по величине и 
направленш, какъ-бы ни Пыли выбраны для различныхъ врепенъ оси 
координатъ. Если мы будемъ относить двнжен1е точекъ тЬла посто- 
янно въ однЪмъ и т'Ьмъ-же осямъ координатъ, то постоянство вели- 
чины и направления моиента количества движен1я обусловитъ оче- 
видно постоянство величинъ его проложен!!! на однЬ и тЬже оси. 
Въ такомъ случа'Г. важдая нзъ трехъ величннъ (204) должна оста- 
вать во время движен1я неизн'Ьнною; но координаты центра пнерцш 
X, у, г, угловыя скорости р, ^., г около яензм'Ьнныхъ осей к коор- 
динаты точекъ т-Ьла х.у^з воооще будутъ изменяться со вреяенемъ 
(см. § 15). Еслп мы буденъ относить движеН1е къ осямъ коорди- 
натъ неизменно соединеннынъ съ тЬломъ, то положенге точекъ сис- 
темы относительно ихъ остается неизн'Ьннымъ, и величины х,у,г, 
^^ У' ^ оудутъ одне и т^же во все время движен1л: следовательно, 
величины моментонъ инери1и и дев!ац1п останутся постоянными: но 
угловыя скорости р, 3, )■ н проложен1я момента количества движвн!» 
на наши изя'Ьняюш1яся въ своемъ подожен1И со временемъ оси коорди- 
натъ будутъ для различных^ временъ различны. Темъ не менЬе, опре- 
деленный по упомянутымъ пролошен1я!11ъ результчрующш ыоментъ 
будетъ для всякаго времени одинъ и тотъ-же. 

Начало неизменно связанной съ теломъ систелы координатъ вн- 
беремъ въ центре кнррп1и, а направлен1я осей координатъ — по глав- 
нымъ осямъ инерц1п. Тогда мы будемъ иметь: 
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х = 1, г_:- 3 = ^ ^ыуг ^ ^ии.к = -,/г^т/ ^- , ^ ^^^^^ 

1;н;(^/^ -г ^^) = Н^ , 1)(1(г^ -г ^^)^= И^ , 1)т{:1^ — ^'^) -" -^^з - 
Кром* того, обозначая черезъ 2, "Ш, 5^, про.10жен1я геометрической 
суммы моментовъ колнчествъ дв11жен1Я на выбранныя нанн осп ко- 
ординатъ, ны получимъ для каждаго момента врвлени пуъ (204): 

Й ^рН-, , Ж .-^ <1Н^ , Эг = гН.^ . ( 220) 

Начало, около котораго оерутся моменты 2, '3)1, 5! не остается непо- 
дБижнымъ Еъ пространствЬ, но движется прямолинейно и равнон'Брно, 
при ченъ слЬдовагельно моментъ количества двпжен1н подвпжнаго начала 
(т. е. центра иверц1и) остается одпнъ и тотъ-н:е относительно даннаго 
некодвнжнаго начала. Но такъ какъ съ одной стороны, моментъ около 
ненодвижнаго начала равенъ сумм1; изъ мошепта около центра инер- 
щи и момента количества движен1я самаго центра инерц111 около не- 
подБижнаго начала (см. § 23, § 24), и этотъ посл'Ьдн1й не изменяется, 
а съ другой стороны, долженъ оставаться постояннымъ весь моментъ 
количества дБижен1я около неподвижнаго начала, то слЬдовзтельно, 
моментъ около подвпжнаго центра ияерцп!, определяемый слагающн- 
ми^?, Ж, 9?, долженъ тоже оставаться неизм'Ьпнымъ со временеяъ. 
Если лы такимъ образомъ для каждаго времени оудемъ проводить 
черезъ центръ ннсрц1п тЪла лингю, представляющую но величинЪ п 
нанравлен!ю яонентъ (2,;"^, 'Л), то эта лин1я должна оставаться са- 
ма себ'Ь параллельною л одинаковою по длинЬ во все время движен1Я. 
Если мы обозначпмъ черезъ М величину момента (!2,Ж,5{), то оче- 
видно, 

м^ = е^ч-з]г'^+зг^ (121) 

при чеыъ М остается всегда одно и тоже, а величины ^!, ЭД, 9(, бу- 
дучи проложен1ями длины М на изм4няющ!Я свое 110Л0жен1е оси ко- 
ордпнатъ, тоже изменяются со временемъ. Обозначая дадЪе чере.чъ со 
величину угловой скорости т^ла около оси, проходящей черезъ его 
центръ икерц1К, а чересъ а, Р, у — углы этой оси съ главными ося- 
ми инерц1и, мы имЬеиъ: 

2) = (I) С05 а , ^^ы С08 ; , г = (О еоз ^; , 
и на основан1и (221>) и (221): 

>Р " ш^ {Н^^ соз= а -Ь Щ^ С08^ ^ -г И^^ сов^ у), ( 222) 

гд'Ь М есть данная постоянная величина. Углы момента М съ осями 
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инерц1и определятся для каждаго момента времени очевидно сл-^дую- 
щнмъ образомъ: 

_ Я, 



со8(М,а;) = -~.^--^ 



уЯ,' соя" а - Н;' шя" ;3 + я," 


мя=-/ 


я, 




у'Н' сои' ч. + Н^ С08' Р + Я," 


(!08^ 7 


Я, 





с05(М,г/)=::^^=: — г^ ^ . "''- . .3.^3= . С05 3 , (223) 

е08 (М ,5) =-- - = -■-- -=г — , С08 -^ , 

^* у//,^ сое' а + Я^^ соз^ ^ 4- Я,' (;оз^ •' 
откуда виднмъ, что ось вращен1н вообще не совпадаегь съ постоян- 
нымъ направлен1е1нъ момента М; ооа эти направлен1я образуютъ меж- 
ду собою н'Ькоторый уголъ (М,ы), при чемъ очевидно, 

сов(М,(о) = ■ ' -■ ■ ' . Д . г I я _!__ _ (224) 

)/Я/ епй' % 4- Я,^ соя^р + Я^^соз^ у 

Следовательно, вра1цен1е т*ла не иожетъ вообще происходить около 
одной и той-ке неизменной оси вращен1я, ибо въ такомъ случае ля- 
Н1Я, представляющая направлен1е и величину момента М, должна-бы 
была вращаться около этой оси, и не осталась-бы неизменною въ 
пространстве. Исключение можетъ быть, только когда со8(М,(о)=1, 
т. е. когда ось врашен1я совпадаетъ съ однииъ изъ моментовъ инер- 
ц1и, или когда все три эти мовента равны между собою. 

Кинетическая энерГ1Я неикненяемой системы, представляющая со- 
бою всю энерг1Ю твердаго тела, выразится, при вышеопиеанпоыъ вы- 
боре начала и яапрэвлен1я осей воординагь, на основан1и (20С), сле- 
дующим!, образомъ: 

Т = 1,и^ Ч- В^ -^ ГО^) 2:ш ^ Ущ - I (/Я, + -^- гЩ , (225) 

и представитъ собою сумму двухъ неиаменяющихся со временемъ 
величннъ: кинетической анерпи пентра инерции: 

Т„ = ^ (и^ + о' + к\^]^т (226) 

и кинетической знерг)и двнжен1я вокругъ центра инерц1и: 

Т :^ ^ (УЯ, + ^Ч1^+^Ш^^), (227) 

или: 

'Г = ^ (р^^^аШ ^ г90 . (227/ 
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§ 47 



Такъ какъ скор01;т[. центра инерц!!! остается иснзнБиЕШЮ, то такою- 

Ж1' остается и Т„: но съ другой стороны, должна оставаться постоян- 
ною величина Т. сл'Кдовательио, Т тоже постолнно во все врепя не- 
нзн^няемаго движен!» тЬла. Вводя величины со, а, |!!, ^ въ (227), мы 
полу'шн!.: 

(327)" 



и. сравнивая затЬмъ выражен1я М'. 






(М.й)|. Т. находилъ, что 

(228) 




е. что проложен! е угловой скорости (отложенной конеч- 
\ по оси вращения) на напраБлен!е момента количества 
5ижен1Я остается во время движения постоянным '!>. 
Пояснимъ геометрически значен1е выведеиныхъ выше законовъ 
м'Ьнен1я угловой скорости я направлен1я оси врашен1я при неизмЬ- 
пнемомъ движении твердаго тЬла. Вообра- 
зимъ себ'Ь очерченный внутри т'Ьла цен- 
тральный эллипсоидъ инерц1и, который Зу- 
деть очевидно вращаться вмЪстЪ съ гЬ- 
ломъ около его центра иперц!». Пусть ОН^, 
ОН^, ОН, (рис. 7(1) будутъ для даннаго 
времени нодожеи^я главныхъ осей этого 
эллипсоида, О//— положение мгновенной оси 

ГИС. 111, ... /, 

враи1ен1я т1>ла. оорааующеи углы а, (З, у съ 
осячи инерц1И. Тогда, на основан1Н § 46: 






г'Щ 



\/Я^ соз^ а -!- Я^ сиз* ^ + Я, сон' -; " 
Н1С эллипсоида кредставится въ видЪ: 



(229^ 



Он,' ^ ОН,' ^ ОН,' ' ' 
Н,1' 4- Я,?/" + Н,г' = 1 . 



(2301 
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Черезп! точку //, координаты которой, Х-,.//^,^,, оуяутъ: 

X, ^- 07/.С08 а , (/, = ОЯ.соз ^ , г, : -- ОН.СО& у , (231 ) 

проведей'Е. кь эллипсоиду касательную плоскость, уравне111е которой, 
иакъ п.'гв'Ьстно, оудеп.: 



'*) У|1аннсн1е в.'явой 


[ыикко-'ти должн.. в.».»',щ,.^ им'Ы.. видъ: 






«.й + %Ч-<^'-^<г- 


(") 


,'-,Ы ЗТа „Л,„-КО.-,Ь Н,Н.».1 


п.р. даннт-о эл.1И.1..о«ла, 






Н,:--^ + Щу' + Н^е' - - 1. 


((!> 


точк* (х,.у,,^,). Л^лжно 


коеФФицэенты п. ?;, .'. -^ определить и 


II 1-лВдующимъ 


.ш1ямъ. Такъ какъ точк 


л каеан1Я принпцлежип. иъ один и тож 


е вреий млвп- 


*у ф и плоовост.. <а), ■ 




. ..боинт. ураи- 


эямъ (а) и (3); ■м'Ьдовмельно: 




"■е, Ч- '','/, + ' 


■г, = <1 11 Л,.г,' + Я,у,' + й,г,» ^ 1 . 


(7) 



Кром* того ни* точки. ле1Квщ1я въ плоскости [а), I 
касан1н, должны также принадлежать и эллипсоиду, ибо касательной 1[Лоскост1ю 
на.чываетсн такая, которой) безкокечио малый плос>(1Й элеиентъ сокпадаетъ сь 
тановынъ-же алемеитовъ эллипсоида. Следовательно, рС|1И ны вообразинъ въ пло- 
скости (а) некоторую точку, координаты которой отличаются отъ координатъ 
х,.у,,г, на безконечно малыя величины «^ж, йу, йг, то должны им^ть: 
а (.г, + а.г) + Ь (./, Ч- й?/) + с (г, 4- ^^) --Л 

Я, (,г, + йхУ + Я, (у, + <?;,)' + Щ (г, + <7г)' ^. 1 , 
или, на О1'новй111и (-[), и пренебрегая квадратами йа;', Лу*, йг', которые бейковечно 
иеныпе ихъ первыхт. степеней: 

аЛх 4- Му ■+ с'1е =.- 0., 

Так'ь какъ второе иаъ ураввен1й (5) должно ииЪть место при веякихъ величя- 
нахъ йх^ ^у^ (^2, удовлетворяющихъ нсрвону, и наоборотъ, то унноааа одно изъ 
уравненэй (о) на совершенно произвольный множитель X и складывай его еъ дру- 
1'ии'ь уравнешемъ, нолучаемч.; 

{Ш -1- 2Я,.г.) а-х + (Хй + -^Н,у,) Ау -Ь (ле + 2й,г,) й^ г= О, (е) 

где величины йж, йу, йг иогутъ быть разсматриваеиы, какъ совершенно проив- 

оиред'Вленъ такъ, чтобы одпнъ изъ коеФ«иц)ентовъ при йж, йу или йг обращался 
въ нуль (Цравн. § 42, (83)); всл*дств1е этого заклычаеиъ, что 

1а + 2Я,.т, = О, }.Ь -(- ^Я,у, — У, дс + 2Я3Г, т^- У 
и 410 уракиен1я (т) прсвратнтсн въ 

аЯ.а^," 4- 2Й,?/,' + 2Я;^,> 1г^ — >.й, ч Я,а-,' -(- Я,)/,» + Я^г," -■ -. 1 , 
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Длина !10рI1ендIIк^^^^^ра 01\ нзх начала ьоордннатъ на плоскость 
(231), 5удетъ 

или, на основан!!! (231) и (229): 



- , М^1^\^. (232, 

Ко(Ч1нусъ угла между ОР \\ ОЛ" будетъ 0'1ев[1дпо на основан!!! (229); 



Н^ чаъ^ а-т Н^ сое^ [3 + Я3 сое* -]■ 



1/Я,* соз' а -г Щ" еоз* ]3 А- Щ" соз^ -' 
всл11ДСИ!1е чего, по (234): 

008 (ОТ,т = С08 (М,ш), (234) 

откуда заключаемъ, что направлен1е лннп! ОР должно совпадать съ 
нэправлен1смъ момента количествг движен1а. СлЪдовательно, длина 
л1!Н1и ОР (см. 232) остается неизменной, а ея положен1е въ про- 
странств'Ё — само себЪ паралдельнымъ во время неизмЪняемаго двн- 
жен1Я твердаго тЪла пли, что все равно, его э.оипсоида инерцп!. 
Точно также остается всегда сама себ* параллельна н плоскость 
(231)', которой касается эллипсоидъ инерции. Очевидно также, что 
касательная плоскость, проведенная черезъ противоположный коне!(ъ 
оси вращения, будетъ параллельна плоскости (231)' и на такомъ-же 
разстоян1и отъ центра. Такннъ образомъ, неизм'Ьняемое движен1е 
эллипсоида инерц!и состоитъ въ тонъ, что онъ последовательно раз- 
ными своими точками касается н'Ькоторыхъ двухъ нараллельныхъ 
плоскостей, движущихся въ пространстве равномерно и параллельно 
самимъ себе, притомъ касается такъ, что разстоян1я его центра отъ 
упомянутыхъ плоскостей остаются одни и теше, прп челъ Д1аметръ 
эллипсоида, проходяш1Й черезъ обе точки касания, служитъ мгковен- 



откуда впдимъ, что А =:: — 2, и уравне 

Ят,.т + Н^у,у + Н,г,г =: I. 
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1[0Ю 01'.!.ю 11рашен1я. Следовательно, осями вращен1я во время движе- 
Н1Л [!ере5ыЕак1Тъ всЬ т!; д1аметры, касательный илоскости черезъ 
концы которых'ь находятся на одпомъ и тоыъ-же разстоян1и отъ его 
центра; положен1Я въ нространствЪ этихъ д^аметровъ будетъ таково, 
что упомянутое разстоян1е пр1Йдется всегда направлепныиъ парал- 
лельно одной и той-же лпн1и. Подобныхъ д1аметровъ ложно найти 
внутри эллипсоида инерцп! безконечное множество, и всЬ они обра- 
зуютъ собою поверхность нЪкотораго конуса, неизмМно связаннаго 
съ тЬлонь. Этотъ конусъ представить собою катяш1йся конусъ К, 
описанный въ §12, Катя1ц1йся конусъ, пересЬваясь съ эллипсоидомъ 
инерцп!, образуетъ на этомъ посл11Днемъ кривую, называемую по- 
лод1ею. (роШо<1о8), которая представляетъ собою слЪдъ на эллип- 
сонд'Б мгновеннцхъ полюеовъ вращеН1я или точекъ соприкосно- 
вен1я эллипсоида съ неизи1шною по направлен!» плосвостш. Непз- 
мЪпныЙ конусъ Ь, описываемый въ пространств'Ь посл-Ьдователь- 
1[Г)1«и мгновенными осями вращения около лйН1И ОР, будетъ нерем'Ь- 
щаться въ пространств* параллельно самому себЪ, не измЪняя своего 
положен1а относительно плоскости ТТ. Точки его перес'Бчеп1я съ 
плоскостью ТТ образуютъ кривую, называемую эрполод1ею (Ьег- 
роШо(1о8), которая представляетъ собою сл^дъ мгновенныхъ полю- 
еовъ вращен1н на неизменной плоскости. Во время дввжен1я посл4- 
довательпыя точки полодп! совпадаетъ съ посл'Ьдовательными точ- 
ками эрполоаи!. 

Пусть X, у, 3 будутъ координаты одной изъ точекъ полод1И. 
Такъ какъ эта точка лежитъ на эллинсоид-Ь инерцп!, то ея коорди- 
наты должны удовлетворять уравнен1Ю этого эллипсоида, 

П^х^ + ну + //з,е^ = 1 ; (235) 

съ другой стороны, разстоян1е касательной илоскости къ эллипсоиду 
черезъ точку (х,у,з) отъ его центра должно быть равно данной по- 
стоянной длин* ОР:, следовательно (по (231)): 

В,^х' + И,^р' + Щг' =. ^ . С236) 

Всякая точка, координаты которой удовлетворяютъ урр. (235) и 
(236), будетъ принадлежать полод1В. Упоиянутыя урр. представятъ 
полод1ю, какъ лиН1Ю перес4чен1Я двухъ эллипсоидовъ (235) и (236), 



уСоо^к 



:-;04 ГлАШ III. II) Ь'инкт11!(л ТКК1М11Г0 тьлл. § 47 

опиганныхъ оно.]!) общаго центра, и лаправл<'Н1я огсй которыхъ гок- 
падаютъ. ДКли уракнсн!!', С^Нй) на 01*^ \\ 1!Ы'1нт;1н сю 11:л> ('1'М\), 
»ы находим'!.: 

//, \П, -~ ~ ■ х' ~ п., ■: П, - -^ ': г/^- //, : п., -- ^ ' г=:.-..0. С^37) 

Такъ какъ точки полояП! очевидно удовлетворяштъ ураЕнон1ю (237), 
то это цос.гВднее, виЪстг съ ур. (235), тоже оудетъ определять по- 
лодию, представляя ее, какъ линш псрес'Ьчен1а эллипсоида (235) еъ 
конугомъ (237). вершина котораго лежитъ т, начал* координатъ. Если 
П,<}1.^<П,, (238) 

то легко видЬт!., '(то 

^-<0Р.<А, Я,>^^В, (2Щ 

т. е. что цлшя ОР лежнгь между шмичинанн наибольшей и наи- 
неньшеЁ иалуосеЁ эллипсоида И11ери1и. Д^^ктвительно, напцсавъ два 
урр. (222) и (223): 

(260) 

2Т^-: и.р' + и,^, + н.г', 
ны выведен'ь м:{ъ кихъ: 

Л, 1Н, — И.) 4' + Я, {Н, - МЛ г' Г-. И" — 2Т//, , 
И^{И, — 1I,^^^-+И,^Н,-~Н,)^'^2ТН, — V:', 
откуда, на основан!» неравенствъ (238), заключаенъ, что такъ какъ 
лЬвыя части должны оыть положительными, то необходимо оудетъ 

2274 > "' > 2'Ш, , 
или (242) 

й, ^ М> "^ ТГ, ' 
откуда, на основании (232), сл'Ьдуетъ неравепстно (239). Тавимъ оо- 
разомъ мы видим'ь, что въ ур. (237), иредставляющемъ подвижный 
ионусъ осей, первый коеффицтентъ всегда отрицательный, а посл1;д- 
н1й положительный; средн|й-же можетъ вообще быть и положитель- 
нымъ, и отрипательнымх. 
Ксли 

0Р'>-^, ю Л, — =^><), (243) 
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II у1). (237) представляеть нЬкоторый конуг/ь, охвзтьишющЫ ось 
х-ОЕ'ь, т. е. большую полуось эллипсоида инерцп!, въ чемъ легко 
убЬдиться, ища лерег,'Ьче1пе конуса съ какою инбудь плоскост1Ю, 
л = а. перпендикулярною къ оси ж-овъ; д'Ьлая въ уравнеши (237) 
X = «, мы подучаемъ между координатами 
у ч <г урэпнен1е эллипсиса, «ентръ кото- 
раго лежптъ на оси ж-овъ, а полуоси па- 
раллельны осямъ г/-овъ в г-овъ. Такого 
рода П0ЛОД1Я представится иа (рис. 77) 
одною язъ кривыхъ а', а", а'", при чемъ 
другой конец]. Д1аметра опишетъ одну изъ 
такихъ-же кривыхъ въ нротивоноложЕЮмъ 
напра«леи1И, на противопоюншоа сторчи!-. яллипсонда 1!нер1ии. 
'Ксли , 

и ур. а'И) иредставитъ конуеъ, охватываюппй ось *;-овъ, т. е. мень- 
шую полуось эллипсоида инерц1И. Полод1ею будетъ въ такомъ слу- 
чае одна изъ кривыхъ */'. Т". 1'"'- 
Если 

0Р^^-~ , то П, — =1^ = 0, (245) 

и ур. (2157), обращаясь въ 

представитъ двВ перес'Ь1(ающ1ЯСя по оси у-овъ плоскости, которыхъ 
перес'Ьчен^е съ эллипсоидомъ даетъ два эллипсиса (3 и |3'. Въ такомъ 
случэ'Ь конецъ оси вращр,п|я описываетъ или кривую ^6^, или кри- 
вую ^'Ь^'. 

Наконецъ, если въ случа-Ь (24Н) кромЬ того --— ~ Н^, то 
ур. (237) обращается въ 

Д^{Я.^ — Н)1/ + Н^{Щ - Я,)г^ = о, (247) 

которое ложетъ только удовлетворяться величинами 
и —О 1т г = , 



(246) 
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11 СЛТ^ДОсатеЛЫЮ 111)1'ДСТ!11!ПТЪ он. Д--ОПЪ, ВЪ ТаКОЛЪ СЛуЧй!! Г10ЛОД1Л (1!)11Й- 

щиет!:;! въ одну точку— конецъ йольшен осп эллипсоида 111К'рц1л,котора;1 
и 5удетъ неиам'Ьппою осью в|1ани'Н1я. Если нь случай (244) кромъ того 

1 
--г~--11^, то лигко вкдЪть также, что ионусь (2;}7 ) обращается иъ 

Я, (Яз - Н,)х' - Щ(Н^ - И,)»,' =- о . (2481 

представляя ось г-овъ. Въ таколъ случа!^ 1!0Л(1д[я опять оГ1ртиа1'Т1'Л 
ВЪ точку, 11 неизменною осью )1р<'1111ен!л д1.лаетс:1 леньнши полуось 
эллипсоида. 

Если два иак1е пибудь паъ трехъ главныкъ ыоментов'ь 11Нерц1н 
тЬла равны между со?)010, то эллппсопдъ 1терц1н превращается :г1, 
эллппсопдъ вращен1л около бол!>шоп лли малой осп; катящшея ьо- 
нуеъ д11лаетея круглымъ н охватываетъ ось С1шметр!и фигуры; по- 
лодии предггтавнтся параллельными кругами вокругъ осп синметр!!:, 
п эллипсисы |5, ^' сольются въ одпнъ эквэтор1альпыЙ кругъ. Если 
вс1; моменты инерШи равны между собою, то, по (224), всегда 
С08(Л,ш)=±1, п ВС.НК1Й Д1а!11етръ шара иперц!!! можетъ быть не- 
нзя'каною осью вращен1я: полод1я тогда обращается всяк|Л разъ въ 
точку, соответствующую попцу данноп оси вращен1я. 

Вращен1е около неизменной оси, которая должна совпадать съ 
одною пзъ осей инерц1и, ложетъ оыть у сто йч ивы лъ или н с- 
у стойчпвылъ, кавъ это легко ложно заключить нзъ формы ко- 
Л0Д11!. ДЬЙствительно, если тЪло вращается по инсрц111 около большей 
или меньшей пзъ осел внерцп! и какая ннбудь причина отклонптъ весьма 
мало угловую скорость отъ этпхъ направленш, предоставппъ зателъ 
тЬлу снова вращаться по пнерцп!, то при новомъвращен1цконецъ откло- 
ненной осп иожетъ описывать весьма малыя аамкнутня полод!» а пли 
у вокругъ прежняго положен1я осп вращен1я, и дальнейшее отвло- 
нен1е оси врашен1я отъ нервоначальнаго ея направлен1Я очевидно не 
лревыснтъ некотораго весьма иалаго угла. Но если ось вращеН1я бу- 
детъ отклонена весьма мало огь ея соЕпаден1я со среднею осью инер- 
НИ!, то только нзъ ноложенш ^'.й она можетъ (рис. 77) возвратиться 
опять къ совпаденпо съ этою осью пнерц1и: нзъ положен1й г, г, она бу- 
детъ огь него удаляться более п более, пока не совпадетъ съ осью 
ннерц!!! въ протнвоположномъ нанравлен1и; а нзъ промежуточныхг по- 
ложен1Й, въ углахъ гЬк и кЫ, она начнетъ описывать разширен- 
ныя П0Л0Д1И около большей или меньшей полуоси. Поэтому средняя 
0С1. 1!П;'1чии 1!а.'(ЫГ!аетсл и е у с то й ч 11 в о ю свободною осью вра- 
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В] Е1!:1кти!;л твкрдмо тъгл. 



■Щ1 



щек!!!, а 110Л!.щал [1 меиьщал 011!— у г то 11 Ч ИВЫЙ 1Г I.' и об о д н ыми 
ОСЯМ)! 1(ращон1л. Если всЬ оси 11нерц111 равны, то в('1; он! устой- 
чивы. Если дв-Ь огн 1ШерЦ1И равны между собою и эллипсоидъ ииер- 
Ц1И представляется эллпясопдолъ Еращсн1я, то легко видеть, что 
ось симметрии йудетъ устойчивою осью, а оси ей перпендикулярная, 
■хотя II оудутъ в{-''', своооцнымн ослии, ко неустойчивыми. 



§ 48. Изм^нен1е движен1я свободнаго твердаго Т'Ьла. 



Д'ЬЙств1е нриложенныхъ спл'ь на свободное твердое тЪло со 
■стонтъ въ памЪнеН!!! дв11жен1я его центра инерц111 и въ измЪнен!» 
молента количества д!;пжен1Я около его центра инерцш, т. е, въ 
н.чнЪнен111 того вращения около центра инерц111, которое ии^ло-бы 
мЪсто, еслп-бы твердое тТ.ло двигалось по инерц1п. ВслЬдств1в ненз- 
м-Ьняемостп взанмнаго положен1я ]Натер1алы1ыхъ точекъ, составляю- 
шихъ идеальное твердое тЬло, упомянутый изм'Ёнен!я будутъ един- 
(■твевныя, кав1Я приложенныя силы могутъ произвести, ибо части 
приложепныхъ силъ, нэнравленныя по взаимным!. разстоян1Я!нъ то- 
чекъ неизя'Ьняемой системы будутъ, вел'Ьдетв!? услов1Й неизнЪняе- 
мости, взаи^ано уравновешены во все время движен1я. 

Нзл'Ьненге движения центра инерц1и происходить такимъ ( 
зомъ, какъ если-бы сила, равная геометрической сумм* всЬхъ при- 
дошенныхъ сплъ, д4Йствовала-бы на катер1ал!>ную точку, съ массою 
равною массъ всего даннаго твердаго Т'Ьла (ел. § 31). Следователь- 
но, если вс1 данныя силы приложены непосредственно къ центру 
инерцш твердаго тЬла, то он'Ь обусловятъ только 11ям'Ьнен1е движе 
Н1я этого центра, не имЬл вл1ян]я на вращение. Въ такомъ случай 
моментъ приложенныхъ силъ около центра инерц1и будетъ нуль. Въ 
противномъ случа* рядомъ съ упомянутнмъ изм'Ёнен1еыъ пронзойдетъ 
и изяЬнен1е вращения. Это последнее характеризуется измЪнен1емъ 
момента колгчествъ дви;ксн1я системы около движущагося центра 
инерци!, н пзмЪрнетсл моментонъ прилсжениыхъ силъ оноло тоё-же 
точки. 

Движен1е центра пнерщп твердого тЪла совершается по зако- 
налъ, изложеноымъ въ предыдущнхъ глазакъ, какъ движение мате- 
р1алм1'и1 точки, и независимо отъ того, нрннадлежитъ-ли этотъ центръ 
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ИНерцИ! ТПерДОХу Т1.Лу, ил» 1;аК0Й-Л11Г|0 иной ('111;Т1'^!Ь )!аТ(1р1аЛ!>11ЫХЪ 
ТОЧРКЪ. 

Чтобы легчв представить ^■л^^^■^^ чш%т\т ьращательнаго движе- 
нца, разсмотрпмъ сначала дМств1е на твердое т11ло силъ мгновен- 
ныхъ. Это д1>йств1е будстъ вполк!! определено, если даны по вели- 
Ч11н.Ь и направлен1ю геометрнчегкая сумма нмнульсовъ, приложен- 
ныхъ къ ра;(ныиъ точвамъ твердаго тЪла, и (Ч'Ометрнческаа сумма 
моментовъ атпхъ нмпульсовт.. Последняя иуъ уполянутыхъ величннъ 
<|5услов11Тъ 11зи11нен1е ьращательнаго дви5кен1)1, ц именно будетъ равна 
но величин']! н направл(;Н1ю приращен!» геометрической суммы ломен- 
товъ количества движен1Я точекъ твердаго тЪла, т. с. нрирашен1Ю ве- 
личины, определенной въ предыдущемъ параграф* слагающими 2, "Ш, 9^. 
Следовательно, если 7/, Ж, ТУ будутъ представлять слагающ1я по глав- 
нылъ осамъ инерц1и момента импульсовъ, а й^, и 5;, 'Ж,, н Ж, и т. д. — 
с110ТЕЬтетвующ1я величины до дЬйств!!! имиулм'оь'ь и после опагп, 
то (рравк. § 31): 

Если тело первоначально въ покое, то очевидно: 

и, на основан|й предыдущаго параграфа, мы можемъ непосредственно 
представить себе движен1е, сообщенное телу даннымъ моментонъ 
импульса. Д'ЁЙствительно, если даны направлен1е н величина момента 
импульса, то урр. ('250) и (%2Щ сейчасъ-ше даютъ положеН1е мгно- 
венной оси вращен1я и величину скорости вращенЁя. Геометрическое 
построен1е, определяющее положеше мгновенной оси вращен1Я, оче- 
видно будетъ состоять въ томъ, что, проведя черезъ центръ ннер- 
1(1Н прямую въ направлен1и даннаго момента импульса, мы иостроиыъ 
касательную плоскость къ центральному эллипсоиду инерции даннаго 
тела такъ, чтобы эта плоскость была перпендикулярна къ упомяну- 
той прямой; тогда д1анетръ эллинсоида, проходящ1й черезъ точку 
касан1я, совиадетъ съ мгновенною осью. Что касается до угловой 
скорости ы, то, на осиован1и (227): 

''2Т 



-V 



[■ДЬ я есть молоить иле^ийи около оси вращения, или ио (2'2!1); 

0)=О7/[ 2'Г, С2о2) 
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тд-Ь ОН е<:т1. длина 110луд1аиетра уллнпсоида икерци! черезъ точку 
ка<'ан11Т, и 1/2Т, тиже на ог}1ова!пн (2;!2), полу'1аетг11 иаъ построе- 
Н!Я такъ, что ([те. 7Г») 

/2Т:^0Р.И. С253) 

Дальн'ЬЙшее движение совершаетон по 11нерц1И, какъ описано въ предъ- 

пдущемъ параграф*; т. о. эллипсоидъ 11Нерц1и, при неизм'Ьнномъ раз- 
ч.^тоян1п своего центра отъ упомянутой выше плоскости, касается еа 
постоянно точкаии соотвЬтствующеЙ полод1и. 

Если твердое тЪло обладает'!, уже н^которымъ вращательнымъ 
движен1емъ въ мояентъ д'Ьпсте1л импульса, то мы должны очевидно 
прежде всего построить геометрическую сумму моментовъ, первона- 
чальнаго (йд, "Жо.зго) и прибавочнаго (Х-.Ж.Л'). Направлен1е найден- 
ной суммы должно бытк перпендикулярно къ плоскости касан1Я эллип- 
соида инерц1и. Зат-Ьмъ, для 11ахожден1я величины и 11аправлен1я мгно- 
венной угловой скорости, тотчасъ послЬ дЕйств!;! импульса, повто- 
2>яелъ предыдущее лостроен1С, при чемъ уже очевидно: 

Иначе, иы можеиъ сдЪлать отдельно два построения для момента 
(^;п,Жц,9(д) и момента {^,М,N), я затЪмъ сложить геометрически 
найдееныя угловыя скорости, представленный прямыми лин1Ями, со- 
ооразно еъ §13. Действительно, ооозкачая черезъ ^^^У^^^' ■ ■ "т.п. 
€лагающ1я по главнымъ осяиъ инерц1и (прн одномъ и томъ- же ихъ по- 
ложении въ пространств*) угловыхъ скоростей, соотвЪтствующихъ 
моментамъ 

(.йу, а1г„,9г) , ^х, м, Х) , (4;, ж,'«), 

мы, на основании (22(1), находимъ, что 

■ %^Ро^1^ ^ = Р'^А- ^^-2'Щ и т. д.; 
а такъ какъ 

Й = ^, + X , 
то 

Р = Р(,+Р''< '1 '-^ Я,^ -^ <1' • »■ — '"о-г'"', (2'''3) 

■откуда и заключаемъ, что угловая скорость (р,^,^) есть геометри- 
ческая сумма скоростей С^)с|'Зо1''о) " (р\^\г'). 

Если мы представимъ себ'Ь импульсы безконечио малыми по ве- 
личин* и повторающимнсл черезъ безкопечно малые промежутки вре- 
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меш). то мы ]и;рейд(!лъ къ случаю непрерывно дъиствуюшлхъ смлъ 
и шепрерывнэго 11зм1;псн1я двнжеи!»! твердаго тЁла. При этохъ мо- 
кентъ количества движения М остается нензлЪннымъ по величин'Ё и 
направлен!» только съ течен111 элемента времени (И, и сл11Д0вате1Ь- 
ло, только в'Ы1родолжен1П времени сИ эллипсондъ ппер«111 соприка- 
сается съ нензм'Ьаною плоскост1ю, а конецъ осп вращегпя перен'Ь- 
шается по соотр.'Ьтствующей полод!и. Для сл'Ьдующаго элемента Ере- 
ыенп плоскость сопр111!Основен1я н П0Л0Д1Я (1удутъ друпя. 

Пустъ ^. л/, у будутъ слагающ1е моленты прпложснныхъ силъ 
а (12 , (1Ш, с1'^1 — безконечно ыалыя прпращен1н слагающихъ ноиентовъ 
количества движен1я. Тогда 

{12=^1ли, <т = м<и. ■^т-^.^^(и. (25(1) 

а если (!']}, с1(], (1г Г|удутъ обозначать прпра1цен1я слагающих^, угло- 
выхъ скоростей, то очевидно; 

Щс1р = 1М , Н^сЦ ^ М(и , НЯг ^- Х(И , ( 257) 

при ченъ {?;;, (?(7, Л- суть тавгл приращен1я слагэющнхъ угловыхъ ско- 
ростей, как1я пн'Ьютъ лйсто незавпсимо отъ приращен1п тЪхг-же 
величинъ, еуществующихъ всл'Ьдств1е продолжающагося двпжен1я по 
йнерц1и; следовательно, полный 11риращен1я получатся, какъ сумма 
первыхъ и послЁднихъ, Такпмъ ооразолъ мы им4емъ возможность 
вычислить повороты даннаго твердаго т^ла для каждаго безвоиечво- 
малаго элемента времени, и, зная способы сумновап1Н 5езчислен- 
наго множества беяконечпо аалыхъ переи'Ёщен1Й, съум'Ьеиъ найти 
повороты, происходящ1С въ течении конечныхъ промежутковъ времени. 



Если ЛЯ1 будетъ обозначать геометрическое приращеп1е моз1еп- 
та 31 въ течен1И элемента вреиени Й^, а М будетъ величина момен- 
та приложенныхъ силъ, обусловливающихъ упомянутое прирац[ея1е, 
то, какъ нзв'Ьстпо, направления ДМ и М совпадаютъ другъ съ дру- 
гокъ, и кром'Ь того: 

Л>1^Мй(. С2о8> 

_^ Пусть ОШ представластъ (рис, 78) 

величину Л1 и ЖМ' — величину ЛМ: тогда 
ОМ' представнтъ геометрическую сумку 
М4'^^'*^- Но моментъ Л31 иы можемъ то- 
же представить, какъ геометрическую сум- 
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яу двухъ ломентовъ ЖЬ и ЬМ', нзъ которыхъ первый, совнадап съ 
01ЙГ/ оГ|ус.101!Л11ваетъ только изн'1'.ш.'Н1е величины этого госл'Ьднига 1г 
можеп. (1ыть рааслатрпваемъ, кшъ Г^езконечно малое алгебраическое 
прпрашен!^ сШ номентп М. Безконсчпо малый моленгь ЪЖ', прнла- 
га![(Ь перпендикулярно къ 31, нчнЬняетъ яаправлен1е его на уголъ 
'Г/,. 'Гакъ кэкъ по Яезконечкоп лалост» ЬМ' мн можемъ принять эту 
Л11н1ю за яугу круга, описаннаго рад1усомъ ОЛ^ или 0М\ то заклю- 
чаег)!'!., что 

ЬМ' ^ УЫ'1 С^^9) 

и что нр11баилен1е полента и47. «змЬкяетъ только направлен1е мо- 
мента Л1, не имья ВЛ1ЯН1Я на его величину. Такияъ образомъ мы 
находпиъ, что 

Слагающая ломента М, напрагленныя но МЬ и ЬМ' будутъ оче- 
видно 

Мсовб и МйШ^, 
гдЬ б е1:ть уголъ лежду Л и М. СтЬдовательно: 

(^М = М сон е (И II МЛ'/. = М 81п е <И . (.2в1) 

Последнее уравнен1е показываетъ также, что уголъ с^/. поворота мо- 
мента будетъ, при одн^х'ь п Т'Ьхъ-же силахъ, тЪмъ меньше, Ч'Ьлъ 
больше вращаемый мовеитъ М. 

Относительное положе1ие момента Л! и оси вращен1Я опред'Ьляетс-я 
касательною плоскостш эллипсоида инерцйт, къ которой Ы перпендику- 
лярно, при чсыь ось Еращен1я проходитъ черезъ точку касан1я. Если 
следовательно направлеп1с момента не изменяется, то относительное 
положение оси вращентя остается одно и тоже для каждаго соприко- 
сновен1Я эллипсоида инершн съ неизменною плоскост1ю, вак'ь въ 
случае вращен1я по ннерц1и. Но угловая скорость врашеН1Я будегь 
уже другая, а следовательно и движ(>Н1е оси вращеЛ1а въ нростран- 
стве— тоже другое. Такъ какъ размеры и форма полод1и, по ур. 
(237), определяются величиною ОР, т. е. длиною перпендикуляра 
изъ центра инерц1и на неизменную касательную плоскость, то въ 
даннонъ случае, при одноыъ только измененп! величины М, когда 
длина бР остается неизменною, конецъ оси вращен1я будетъ опи- 
сывать на поверхности эллипсоида инерцп! туже кривую, какъ въ 
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сл;ча1; движсн!;! по ]И1е11ц111: ло скоро):!!. двин;<.'И1л полюса по упо- 
мянутой поверхности йудетъ иная, всл1^1ств1е 113мЬнен1Я угловой ско- 
рости враще111и; следовательно, полод1я будетъ совпадать послЪдова- 
тельно съ неизменной касательной плоскостью въ пныхъ точкахъ. 
нежели "въ случае движен1а по ппер»!!!; т. е. эрполод!;! не оста- 
нется одна )! тэже. 

Что касаетса до алгсбраическаго Оезконечно малаго пр11ращен1я 
(7со величины угловой скорости, соотв'Ьтствующаго пр11ращег1)ю (Ш 
молента, то ми найдеиъ непосредственно пзъ ('^'И)': 

,}Т^ш(к..П. (262) 

гд11 '■/Т есть соотв1;тствующее пр11]»ащен1е кинетической энерг1и, а 
Н — йоменть 11нерц1и около осн врашен1я, который не намбннется при 
увсличен1п момента М, всл5дств1е того, что углы ((/М,б?ы ) и (М,ш) 
одинаковы. При этомъ ^ы обозначаетъ опять палпшекъ прнращен1я 
величины ш протпвъ того 11рнращен1Я, которой нм^ло-бы шЬсто при 
прод1>лжа10ще)1Ся дви!кен)и по инерц1|г, Съ другой стороны, прираще- 
н1е кинетической энерг1н (П\ на основан!и § 33, равно \)я6()т%, про- 
изведенной въ соотвЬтствующ1Й яромежутоь'ъ времени ириложенныши 
силами, пли въ нашемъ елуча'Ь — нарою Мсо8&. Если ^, М, N суть 
слагаю1ц1я но осямъ координатъ н!1котораго момента силъ о1Ь. то. по 
§ 3'.(, работа силъ, оиредЪленныхъ упоманутынь иоментомъ, при без- 
конечно малыхъ вращен1яхъ йп.ф.й'- твердаго т1ла около осей ко- 
ординатъ, будетъ 

Ыи + Ма^ + КЛ-{ , (263) 

пли так'1> какъ, въ случа'!; движен!!! въ течении времени в! съ угло- 
выми скоростями р. ((. г, очевидно 

то прира11(ен)е кинетической энерг!» (ГТ, обусловленное работой (263), 
будетъ 

(}Т^(Ьр + ЗI^^ -^ Д>) <1/ ; (264 ) 



I легко иидЪть, 



Ь}! -^' м^ + л> — о^сIЬ сой (с1Ь,со ) , 

всл'Ьдств1е чего вообще 

ЙГ=:Юс1ис(.5(с1Ь.,.;)!7,'. (265) 
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Глава 



В) КИНКТИКА ТВ!и'ДЛГО ТЪЛА 



Прилагая п|)едыду11]]й выподъ К1. разсматрнзаслому нами (.'лучаш, 

ОЧРЕИХНО 

с1и; = М,ч1н6(?/=:гс?>1, (5 

со5(с1Ь.ш")=тга8(М.со), 



Сравнивая это выраженхе еъ (262), находим'1 

{/(.о — ооз(1\1,си)-у - , 
или, на ^скован!!! (227) и (22Й): 

со ^ М 




(267) 



(2С8} 



(269) 



Слагающ!!! молентъ ЬМ' (рпс. 79) при- 
ращен1Я ДМ, измЪняющШ только направ- 
лен1е моиента М на уголъ йХ, разобьемъ 
опять на два момента: 6с, лежащ1й въ плос- 
кости момента М п оси со, асЖ, перпен- 
дикулярный къ упомянутой плосвостп. Если 
9 оудетъ уголъ между ММ' п плоскостш 
угла (М,(о), то 

I сМ'^-ММ'атъ, (270) 



и, па оспован1и (25!)): 

й -г^ М С08 о Й/. , сМ' =- М 81П 3, йЛ . ( 280) 

Такъ какъ уголъ между направлен1емъ момента сМ' а осью вращен1я 
по условш прямой, то, на основан!!! (265), завлючаемъ, что раоота 
соотвЪтствующпхъ силъ равна кулю, и что кинетическая энерг1я дан- 
наго твердаго т*ла не изм-Ьняется, если моментъ приложенной пары 
всегда нерпендикуляренъ къ плоскости оси вращен1я и момента ко- 
личества движения. Но если величины М и Т т время разсматри- 
ваемаго дв11жён|я останутся постоянными, то, на основан1п (232), не 
должна также изменяться длина перпендикуляра ОР изъ центра 
инерц1И на касательную плоскость, проходящую черезъ конецъ оси 
врап|еп1Я. Сл'Ьдовательно, полояда, опредЬляемая урр. (235) и (237), 
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останется таже, как'ь для случа!1 дтшжен!)! но ннерцй); т. е, .(л.п:!!- 
соидъ инерц!!! будетъ прпкасатьса къ подвижной плоскости т!;м11-1К1^ 
скоими точками, кикпмн онъ прпкаси.тся-би къ неподвижно!!, и каса- 
тельная плоскость будетъ перемещаться въ пространстве вмйсхЪ съ 
эллнпсондоиъ 11Нерц1П такпмъ оора;!Ояъ, 4то Д1111жсп1е, этого посл!.,!- 
ннго относительно плоскости останется гЬяъ-же, какъ въ случа'Ь 
двпжен1Л по пнерц'ш; по положен1е эллипсоида инер1ип въ простран- 
стве будетъ очевидно иам'Ьиятся иначе. 

Наконецъ, прираще]11е энергии, обусловливаемое глагающпяъ ?:о- 
мептомъ Ьс, будетъ 

или, такч. к81М> 

с,^й(^'С,со)^:й1п(>1,ы): 

(гГ;;^:М.8]П(М,(о).МсОВ9 А'/.. (281) 

Длина перпендикуляра ОР при атомъ тоже и^мЬнястс!!, н сле- 
довательно, изменяется та врпная, которую полюсъ привращен1с описы- 
ваетъ на поверхности эллипсоида !1нерц1И. Называя лририщен1е длины 
6Р череаъ /^ОР, 51ы легко найдемъ иаъ ур. (23'^), что 

ОР . й 01^ -=ш ^--- "----^^"-■^'^-^ сое ^ ■ е?/- , ( 282) 

или такч. какч., по {2Ь'1) и (25^), 

и такъ какъ (рис. 7(1) 

то 

а ОР ^ РН . еоз !(- (Г/. . (283) 

Полное приращен1е кинетической энергйт р,рашсн1я, обуслОБЛи- 
ваешос прпращен1емъ момента ДМ, оудетъ равно сумме приращен1Й 
(2(57) и (281), т. е. 

ЛТ-^ы 0.08 (М,ш) ЙМ + ы . вш (М,ы) . М сов ъ.<1'1, (284) 
или вообще БЪ друголъ виде, на основан1и (265); 

«Гз.-г ад С08 (ЛМ,ш)ЛМ , (284) 
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причеаъ очевидно, кинетическая У}1<.'рг1я не излЬнпетсн, ест прира- 
щен1е ЛМ лерпендикулярно къ оси г;ра1це1пя. 



§ 40. 06щ1я уравнения движен1я свободнаго твердаго тЪла. 

Мы вид'Ёлн въ § 30, (113), что у1)аБпен1)[ двнжен111 системы 
яатер1альны1Ъ точекъ ттолучаютог изъ ус.10В1я ракновЪс1Я потерлн- 
ныхъ снлъ. Сл-Ьдовательио, вводя еъ уравненш равнов'Ё1;!н свобод- 
наго твердаго т-Ьла {(15), § 39) на л'Ьсто слагаю ;Ц1[Х1> X, У, /^прп- 
ложенныхъ еклъ слагаюния 

X — шд^., У — "'^/у 1 ^ — '"^/'. 
потерянныхъ силъ, гдЪ ^1, (/у,//! обозначаютъ слагаю1Ц1я ускорен1я 
соответствующей точки твердаго гЬ^а, а т — лассу этой точки, мы 
получпмъ сл'Г.дующ)я ура1!не111Я дв1!жен1я: 

1.x ^.Ътд, , 1У^-~. :Итд, , ^2 = Хтд, (285) 

X (г.с — Хг) --= Хт (д,.х — д^г) , (286) 

':^{Ху— Ух) — )йт{д^у — д^х), 
гд'Ь алгеГ)ра11ческ1я сумиы Йерутся по всЪмъ ириложенныыъ силамъ, 
съ одной стороны, 11 ПО вс'Бнъ точкаиъ системы— съ другой. Но вы- 
раже1пя (Ь8) (§ 14) намъ дэютъ: 

"-"^'-■^Чц-' и + •'"= - " + "^'^ - ""' • 
л-л-'д-»^-,-(;>^т«л-г^)?-.о>г, (280 

ГД'Ь У',Уу,> суть ускорен|Я поступательнаго двпжен1я; разности, аа- 
висащ1а отъ угловыхъ усворен1Й ~- , ^, -'-, суть слагающая 
таш'в1Щ1альныя ус1(орен1я вращательнаго дви№ен1н, и иаконецъ осталь- 
ные члены, зависяш1е отъ угловыхъ скоростей — слагающ1Я центро- 
стреиительныхъ ускорен1й. Подставимъ теперь выражен1я (2§7) въ 
(285) и (286); введеиъ о5означен1я ^, 21, К, А., В, С ((11), § 40); 
оси коордпнатъ выбереиъ, какъ въ § 45, т. е. неизмЪино связанными 



уСоо^к 



М^' Глава 11!. Г!) Кинктийл твт'длго тьлл. ^ ^^^ 

С1. т1;л(1иъ II соБиадающиии сч. сп) гланкыин Щ'1[Т[1а,11Ы1ым1! осами иирр- 
ц!!!. Тогда, иоына что сунны 

при такомъ выборЬ осей коордкнатъ равны нулш. лы иолучаедъ 
изъ (285): 

А--^:Xы. В^^.,'^:т, С~}Х'ш. (288) 

гд11 3':Ь'3' прсдставляютъ очевидно также ускорен!;! центра инерц)!! 
системы. Точно также урр. ('28()) дадут'ь: 

Прийавлнн 11 вычитал въ скобкахъ нрауыхъ частей каждаго пвъ урав- 
нен1й, подцоныхъ этолу посл'Ьдиему, соотв'Ьтственно "^^тх'. ^^ту^ '^^тг'', 
и помня ;!начен1я Н^, К., Щ (§ 4(1), мы получаемъ' 



Ь^-- 



н,,;,.,пн,^ 


- И;,1 ■ 


Я.-..ЧЯ,.. 


~Я,), 


Н,''Г,-гРЧ(Нг 


^Н,). 



(2891 



Уравнен!)! (2ЬУ) выражаштъ то прежде уже неоднократно ука- 
занное свойство движения, что геометрическая сумма приложенныхъ 
сплъ 1131111няетъ дв11жен1е центра ннерц!», какъ дв11жен1е свободной 
матер1алы10Й точки, въ которой сосредоточена вся масса системы. 

Уравнения (2Я9) называются эйлеровыми уравиен1ями, н 
онред1'1ЛЯ!отъ изм'ЬнеН1е вращател!>наго движен1я около центра инер- 
ции, интегральное исч11слен1е учигь насъ, какъ на основани! урр. 
(288), (289) внолн* опред'Ьлять дв11жен1е твердаго т-Ьла въ толъ 
видЪ, какъ было указано въ ^ 15, нрнчемъ заключсн1н § 47 н § 48 
ЯВЛЯЖ1ТСЯ частным)! слЬдс.тв1ами р'Ьшен1Я этихъ уравнени1. Сообразно 
принятому нам!1 плану 11зложен1я, мы ограничимся здЬсь некоторыми 
непосредственными выводами изъ неразр'Ьшенныхъ урр. (28У). 

Первые члены л'Ьвыхъ частей урр. (289), т- е. 

Н,%, Я,^«, я,,*. (2!)0) 

лредставлнютъ очев[1дно сла1ающ1я по осямъ координатъ момента 
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угко|1нт1'ЛЫ[ы\'1> татен1цалы[ых'ь снлъ: вторые члены, т. е. 

или иначе на оспокаи!» {%Шу. 

т - ф1 ., ^,':1( - *-^? , 5^ -^=-^' , (.291)' 

пред ста в ля ютъ слэгаюние ноиенты центрсстремнтрльныхъ сплъ. Обоз- 
начая величины (291У череаъ Л, {л, V, мы Л(^гко найдеиъ, производя 
сложение нижесЛ'Ьлующнхъ произведений, что 

л» ~ 1Ха -;- уг=0 , 

' ■ (292) 

откуда заключаеыъ, что номентъ (?ч 1^, V) перпендикуларекъ къ оги 
вращен1а и къ воменту (2, Ж, 9() количества двпжен1я. Квадратъ ве- 
личины момента (X, р1,^) будетъ очевидно 

(гШ — ^Щ - + (г/зг — г2)-' + {^й - рЩ * 
— 2тцг — 29Г2гр - 2т^р^ ; 



помня, что 



= ю' (й'" + -^1' -1- Щ ~ Й> + Щ + З^г) ' 
^ ыЧ1'' — 5Рш" сов * (М,ш) = ДРю* . еш = (М,со) , (293) 
откуда видииъ, что откладывая длину М въ 11аправлен1и момента ко- 
личества движен1я н длину ы— въ напра1!Лен1И оси вр'ащен1я, яы по- 
лучииъ величину момента центростремнтельныхъ еилъ, какъ величину 
площади ларэллелограима, построеннаго на упомянутыхъ двухт. ли- 
Н1яхъ, какъ сторонахъ. 

Умножая урр. ('2ЬУ) соотв-Ьтственно на ргЛ, ^<^^, ггИ и склады- 
вая, лы получимъ выражен1я для работы, произведенной гистемою 
приложенных'!, силъ (Ь, М, У) въ течен1и времени гН, и равной при- 
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ращенпо кинетической эне|1г1!1 нращателмши» д;л:аи.-Н!я: т. с- ты пу- 
дел:-. ин"!;т!.: 

:■- В,р<^р — В^е^иг/ — 1-[^г1]г — (>.^^ -р }}-д - -л-) (П . (2[Ч} 

Н^рсЦ-, -г Н,^^^ -г Н./(1г (295) 

предгтавляетъ здЬсь очевидно раГзоту тангенц1эльныкь ускоритель- 
ных!, сил'ь, совпадающихъ въ каждой т..!чк1'. оъ 11апра1!Л1?п1ем|, ско- 
рости; а величина 

{)ф-Ш1 -■^■^г]сП (296) 

представляетъ работу центростремительныхъ снлъ, которая, на осно- 
ван1и (292), всегда равна нулю. Следовательно, центрострелительныя 
силы ТОЛ1.В0 ииЁютъ БЛ1;1К[е на пзм'Ьнен!е вшиента количества дви- 
жеп1я, не из-Ч-Ьнян кннетнческсп :-)Н{'р]'111. 
Помня, что (§ 31); 

ил--~аг, ъш^-^-ж, И1И--.--т1. (297) 

иы иожемъ лр(^д('тавнть урр. (389) въ таконъ видЪ: 

(Ш ^ Щй^ -г- ]х31 , (298) 

гд!; (?р, 1}'^, (?г суть полныя !1рпращ*.'Н!я слагающих!, угловыхъ ско- 
ростей, 0('1условливаемы!1 пзм'Ьнелцелъ момента М и продолжающийся 
движен1емъ по 1шерц1и, т. е. прилагающимся постоянно моментомъ 
центростревительныхъ сплъ.- Такимь образолъ, приращен1я, входящ1Я 
въ урр, (298), не должно см1;шипать съ т'Ьпи, о которыхъ упоми- 
нается въ урр. (257). 

Разсиогрииъ теперь, какъ въ иредыдущелъ параграфЬ, различ- 
ный части прпраще1пя коиента М, направленныя а) вдоль по преж- 
нему моменту М, Ь) перпендикулярно къ М и къ оси вращения, и 
с) перпендикулярно къ М, въ плоскости (М,ш). ОЙозначимъ черезъ 
Д5М, Д^Ы, Д3М три вышеупоиянутыя слагаюш1н части приращен1я ДМ. 
Тогда сообразно о5означен1ямъ предыдущего параграфа, по (280), (280); 
Д,М = 1?М , А,М = М 81П 9 с?/. , Д,М = М о*)3 ъ (ГК (299) 
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II 

ЛМ ^. Л^М 4- АгЬ1 -г -^31 . (300) 

Если мы дал'Ье обоаначнмъ (.чютвЪтствения чурезъ (/1^; , й.^3)1 . . , 

(1^^. . .(1^2. . . пролоин'н!;! моментовъ Л^^\^, ДаМ, Д3М на оси коорди- 

иаТЪ, то 0Че1111,П10; 

л,&ь-(г1^^4-''!"^-'^4-'':,'^^ '! ■'■■ д С-^01) 

!1 КрОмЪ Т<11'0'. 

Такъ какъ паправленк' А^й] по )хлов1ю (.'овпадаютъ съ М, то коси- 
нусы его 1ТЛ01П. съ осами координатъ будут'ь 

^г -14 91 
ЬГ ТМ ' &! ■ 

Умножая уравнен!;! {'бШ) соотв'Ьтствснно на вышепрнкеденныа ве- 
личины коспнусовъ, складывал, и иам^Ьчая, что всл^дснйе нсрпепди- 
кулярностк Д1М къ Д^М и къ ДдМ; 

Л1 ^ ^ М = ' М ^ 

(303) 

и что: 

-.т ■ тЛ? 4- 47 ■ тЧт -Г 4, ■ гтт = еоз (М,Д,М = 1 , (304) 

мы нолучнмъ: 

подставляя сюда величины сЫ, ФШ., ФЯ тъ (298) и полна урр. 
(292). мы нолучимъ: 

Д,М = 1^\>^Щ(!р 4- -^^^Я.г^г ^ 9;Я.(?)-1 , 

или но (220): (ЗОС) 
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Ш\) Гллг.л 111. 11) Кшипикл те!К1ма10 т^лл. § 41) 

КрОМ1> того 0Че!!11Д!10: 

Тлк'[. какч, направлен) е -^^М ^отицапъ съ на;фай.1е111(М1ъ полента 
(л, |А, V), то обоунача!! 

л^ -г 11.^ -+ у- '1г>р|'иъ И'\ (:.508) 

мы оуденъ имЪть соотвЪи^тввино слЬдующ!;! келн'пшы ;!Ля кооину- 
совъ угловъ А^М съ осями координатъ; 

а- Ц. и' 1^»' 

В сл'^^довательно: 

сг,2 ггг: ^ д^м , ,г^-^; =: ^ л^м , 1?;У1 -^^' л,,л . ^зло 

Самаа-же величина момента А^М получнтсл, ест мы сложымъ 
УРР- (5^02)' соответственно умноженныя на косинусы (ВОУ), и обра- 
тим'ь при этомъ внимание на то, что Д^М перпендикулярно въ Л^М и 
къ ДдМ. Такимъ ооразоиъ, мы получимъ подобно тому, какъ получили 
урр,'("3(15): 

Л,1\1=г,г1^^^-1-(Ш^^+<№ ~ , (311) 

или, на основан!» (2',18): 



Обозначая наконецъ черезъ 1,ш,п косинусы угловъ нанравлен1я 
^3^1 № осями координата, мы опредЬлинъ эти величины пзъ т'Ьх'ь 
услов1Й, что, всл'ЬдстБ1е перпендикулярности Л^^^^ "Т" -^1^1 " ^^'^^ \^^л 
, 1^ -31 "Я 

'я + ^'^и + '^и-'' 

(313) 



и что 

г^ 4- )/*^ - «^ -- г . (314) 

Изъ этихъ уракнен1Л, обращая впи»ан1е на БТ0[»ов изъ у*'лов])1 (292), 
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мы полу'шмъ: 



гдЬ выборъ знака г±: уэвисптъ отъ того, въ какую сторону вдоль 
по лин1н нерпердикулярной к-ь плоскости (Д5М,ДМ), мы считаемъ 
положительное направлен1е. Определивши /, иг, )?, мы получимъ дал-Ье, 
какъ прежде: 

3^ 3 З'З -1 \ ^ 

И изъ урр. (302): 

Д,И =-- }Н^1}р -Н тН^(^^ 4 «Щ^г . (317) 



11рнра1цен1с угловой скорости, по величине и напрэвлен1ю, обу- 
словленное приращен1емъ ЛМ, обозначимъ черрзъ Дю, п представинъ 
какъ геометрическую сумму 

Л(о ^ йи) 4- ш(7г , 

гдЪ й(о обозначаетъ алгебраическое при!»ащен1е угловой ско|10(!ТК 
около прежней оси, а ыйг — скорость около осп, перпендикулярной къ 
прежней, которая, прпдагаясь къ этой последней, вращаетъ старую ось 
на уголъ йе, причемъ йы и шйе перпендикулярны другъ къ другу, Про- 
ложен1Я Дш на оси координатъ будутъ очевидно ф, д,^, (?г, который 
на основании (298) определятся, какъ 

с1р = д-д<И, Й2 = ^-^- - ^-^- й( , ^'' = д - д '^^ ' (^19) 
причемь вторые члены лЬвыхъ частей этпхъ сыражен'|й: 

-щ'>' "к/'' ~ж/"' ("'»' 

представляютъ ирирашеН1я слагающпхъ угловыхъ скоростей, вслЬд- 
ств1е продолжающагося движен1н по пнерц!»!, т. е, — т1 приращен1Я, 
который одни имЕлп-бы место, если-Йы моментъ количества движен1я 
оставался непзменнымъ по величине и нанравден!»; первые-же члены 
левыхъ частей выражен1П (319): 

й я я (321) 
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представляют'!. 11р1!|1а111с,и1я 1'лагающихъ углоныхъ (жоростой. оауслов- 
ливаемыя йун1111ен1еи[ъ молента количества движения, т. е. д'ЬЯств!!')!'!. 
ириложенныхъ силъ. Уиножая слагающая прирпщен1а (320) соотв'Ьт- 
ственно на 2, ЗК, 31 и складывая, «ы найделъ, что 

всл'Ьдств1е лерваго лзъ урр. (292) л урр. (22(1); отсюда заключаемъ, 
что изм*Еен1е вращеи1л при дв11жен1и по инерщи пронскодитъ отъ 
непрерыЕваго ириложен!)! безконечно малыхъ угловыхъ скоростей 
около оси, перпендикулярной къ моменту М, 

Обозначая величины слагающихъ по осямъ координатъ прира- 
щен1й (7ш и <л(и соов^тстненно черезъ (/|^^, (^'|/, (/V п 4"р, (Г'д., г1"г, мы 
должны очевидно пл11ть: 

(1р^^(1'р -\- ё"р , (1^--(1'(1 Л-й'^, с1г = (1'г -|~ (1'г , {д2д) 

Такъ какг напрэвлен1е оси угловой скорости <?(«) совпадаетъ съ оп.ю 
скорости ш, то 

с1'р=--с1ш-' , й'7 = Ло--, (1<>-~.-(1ы- . (324) 

Умножая уравн. (Н23) соответственно на- , - , -, складывая яхъ, 

изамЬчая, что, всл'Ьдств1е взаияноя п*^рпендикулярност11 (7(о и шк, 

рЛ'р -\- да"^ + 1'(1''г = О , (325) 



й';) р , (1'а о (1'г г , , 

Т--- + -Г--- +-. = е08 (,ы ,11(,1) = 1 , (326) 



мы получимъ: 



1 
(/ш — - {р<1р -1- ^а^ + 1ч1г) , (327) 



или Бсл*дств1е (319): 



^х 



гд!. первый членъ лЪвой части обозначаетъ нр||ра1цен1е величины 
углоЕоВ скорости ы отъ ДЕЙСТВ! и ирнложенныхч, силъ, а второй 
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'[лсиъ— пр!1раще111е, при продолжающемся ДБйжен1и по 1[нерц1и. (((^о- 
значая черезъ ом ту часть приращен!!! йсо, которая :1ав!!С!!тъ отъ 
д'БЙств1Я приложенныхъ силъ, мы наНдеиъ очевидно, что 

Прираще!!!!! Зч>, въ свою очередь, можно разскатривать, какъ 
сумму трехъ другихъ: "^дШ, ^^ш, ^дЫ, заввснщихъ соответственно отъ 
слагающихъ, ^^Мд ^М, Д^М, приращен1я лМ момента М. Обращая 
внимание на равенства (302), мы найдемъ нзъ (329), что 

^'"^Щ + Ьщ + Ш,' (•^="" 

и, на оспован111 (3(П): 

(3315 

, , , , , ,^ш т 

шМ М ' 

т. е. результатъ, известный изъ ур, (269). Точно тавке, на осно- 
ван!!! (310) н (292), получяиъ, что 

, _рс1,2 ^Л,Ш гй,<И 
■^ ~ шЯ, "•" шЯ, "^ шЯ, 



\Я, я;^Я^(Л1 



(332) 



ми, по (291) и (293): 

. /Я,-Я. Н,-Н, Н,~В,\ с ова.соз^созу м 

*'"-' У—Щ- + "Н^+ —ЦГ-^ ' 8ш(Ы,») Ы ^■" ■ '^^^' 

Наконецъ, точно такиыъ-же образомъ получаемт: 

^ [1р , чщ , пг\ ДзМ „„„ 

■ Обратился теперь къ опред'Ьленш величины и направдеша лри- 
ращен1я (ййЕ, т.е. величины слагающихъ Л"р, г1"д,<^"г. На основании 
(323) п (324). мы получимъ: 

(г^^ = йр— ^- (^(0, 4^'^ = ^^~-- (110 , <1'г=(1г им; (335) 
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подставляя сюда в*^лич1шы 1.1р. (1(1, (.1 г изъ (31!)), мы внчпслинь ана- 
чен1я (Т'р, (Г<1, с1'Ч\ а аатЬмъ напденъ; 

(шйе) ^ =--= {^"р) ' + {^"(1) '' + {'^■"г)' . (336) 

Но, для большей наглидности, можно вычислить отд-Ьльно части прп- 
ращен1Я ый1, зависяш1я отъ д'Ьйств1Я прнложенныхъ силъ и отъ про- 
должающагося движения по 1шерц1н. Для этого ир11ращен1е Ды пред- 
ставимъ, какъ слагающееся геометрически изъ двухъ; Д'ы, завися- 
щаго отъ д-ЬЙств1Я силъ, и \"ы. завнсящаго отъ продолжающагося двн- 
жен1я по инерщи, такъ что 

До)-:Д'ш-4-Д''ы. (337) 

Проложен1я пр11ращен1я Д'ы на оси координатъ ооозначилъ черезъ 
ср, 05- ^'^■- '"' проложен1Я Д"(о— черезъ др, ()(р д)\ такъ что 

(II) ~ о)) 4- ф , (1(1 =^й<1-^<)11 . (?)■ --- аг — дг , (338) 

при чемъ, на основан1п (319): 

--!■ --% ^-1: 

и 

> а V 

ф) = — ^ (И , д(^ =3 ' (И , (}}■=: ^ (?/. (340) 

Кром'Ь того очевидно; 

Д'ю^ ;- 6р^ + ёд' +0)-'^, Д"ш^ :=ф- + д^^ -^ д> 
Дсо^ = Д'со'^ + Д"(й'^ — 2Д'ш.Д"(о сов (Д'ы,Д''ы) . 
ЗатЪмъ Д'ы раадожвмъ па двЪ части: одну 5ы, направленную вдоль 
по оси (О, и другую ы.^г — къ ней перпендикулярную; точно также 
Д"<||) представится двумя соотв'Ьтствующиии слагающими: дш и ш.дг, 
такъ что 

д'ы = ош 4- '^ ■ ^^ 1 ^"^^ =:дш '\'Ь> .дг , 

. ^ (1^42) 

Д'(.)*=гО(|1-'+ Ы\ Ог^ , Д"м'= 1?Ш-4- СОа- дё^'- 

Еаправлен1я ом и ()ш, совпадая съ огью, будутъ очевидно совпадать 
другъ съ другомъ; следовательно: 

(^(0 -■ йш + ^ы , (342)' 

где, на основан1и (328): 

. _ р^ ^ дАШ гАШ 



(341) 



(ЗИ) 
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Глава 1И. К) Кинетика текгдаго тъла. 



;5'25 



НапрнЕлеьйя-жй ш.ое и шЖ, лежа въ плоскости, иерпенднкулярной 
къ 01'11 ш, будутъ делать между собою некоторый уголъ (о1,д&), 
такъ что величина ихъ результирующей ш^1 опред'Ьдится пзъ ур. 

(ш11у = {ш81у + [(й(?е)^ — 2(и)ое)Сы()Е)со5|;Ой,'?е"). (344) 

11роложе111Я на осп коордннатъ величинъ ^ш, ш.^г, Ош, м.Ое обо- 
значимъ соотв'Ьтственно сл^Ьдующинъ оора-чомъ: 



для 0(0 






(345) 



йр 7= о'р -(- с"р , ад = о'д-\- о"^ , 
Ор 3= д'р 4- д"р , дд зтт д'д -)- д^'^ , 
а также, сообразно съ (Й!^;4): 

(1'р = 6'р -\- О'р , й' ^/ — о' 2 -I- о' 5 , 
(^''р ;:^ о"^) + д"р , с1''д — о"д -|~ '}"з , 
кромЕ ТОГО очевидно: 



ОГ = С)Г- 

дг = О'г - 



с7' г ^ о ' * 



сVр^-^с^^} 



д^^^--д^>^ , 



(346) 



(348) 



Искомыл величины ш.^е и со.(?г опред-Ёлятся изъ урр. (Н42), на осно- 
Бан1и (339), (340) и (341), сл-Ьдующилъ образоиъ: 
(мог)'' : 



(К^ <гда йэг^ 



/р(1а. 



"^ ... И" "г ,.1 17 / ' 



(349) 



(О)!?;)' = Д"ад' — (^о>^ 

"Ля;^ + ^^ я^^" ^1я; + я-, + я;; "<о"^ 

Подставляя въ уравнен1е (349) соответственно, вместо ^2 , (^ЗН, <^Ш , ве- 
личины (^^Й. .. йай. .. (^зй нзъ (307), (310), (316), мы получимъ 
выражен1я для частей ш^^е, <ао^1, <лё-^1 приращен1я шее, завнснщихъ 
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отъ прврашен111, Д!^, Л5Л, А^М, лонк'нта количества данжен!». ^(кимъ 
образомъ мы найделъ: 

^мс^г=^: О , [351) 

Навонецъ, направлен1Я приращен1Й со^е и ол?е. т. е. ихт, ^глы съ 
осями координатъ, мы найдемъ, вычислнвъ слэгающ1я 8''р. . . д"р. . . 
язъ урр. (346), па основании (ЗЗЭ), (340) и (348). Зная упомяну- 
тыя слагающая, иы получаемъ для косинусовъ уг,зов7> направлен]^ 
со^е и шдг съ осами координата со ответственно величины: 



(^^54) 



о"р с' ^ о 'г д'р &'(1 (Г г 

гд^Ь ы^е и шде. вычисляются и^ъ (349) и (ЗЫ1). 

Им^Ьн ВСЁ вышеприведенный соотношен1я между приращен1япп 
количества двпжен1я и скоростч вращен1я, мы можемъ решить во- 
просъ о томъ, как1Я должны быть приложены къ твердому тЬлу си- 
лы, чтобы произвести т6 или друг1я, заранее предпиинныя, изм^не- 
шя своростн вращешя. Разберемъ наиболее простыл пзъ предполо- 
жений относительно этихъ изменен!!!. 

1) Угловая скорость и напраЕлен!е оси вращен1я должны оста- 
ваться неизменными. Тогда очевидно, ёр = (^^~-(Ъ• ~ О, н, на осно- 
ван1И (319): 

Ф^:.г: ии , й'Ж г 3 и.и , й-з; ^ ^с?;, (355) 

ИЛИ по (397): 

X -_-=>. , М= [Л , Л^ = V ; (356) 

Т. е. иоментъ прнложенныхъ силъ долженъ быть равенъ и наралде- 
ленъ моменту центростремительныхъ силъ, или другими словами, при- 
ложенныя силы должны уравновешивать центробежный силы. Вели- 
чина М приложеннаго момента будетъ очевидно, па основан1и (293): 
М\ = И^ Мы . 811» (М,со) , (357) 
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или, по (228); 

М = '2Т.1гш^ЧМ,ш). (357)' 

Если тЪло вращается равнол'Ьрио около неподвижной оси, то Миред- 
ставляетъ момеитъ, обусловливаемый соиротивлеБ1емъ этой оси. Рав- 
ный и иротнвоноложный сиу моментъ будетъ принадлежать силамъ 
давлен)я вращающагося тЬла на ось. Если 81п(М,со)=:0, т. е. если 
ось вра1цсн1я совнадаетъ съ одною пзъ главныхъ осей инерц1и, то 
очевидно и М = 0. 

2) Должна оставаться невзмЬииою только величина угловой ско- 
рости. Тогда очевидно, д.'р = <^V^='^А'■^ —-О. и, на основании (В47) 
и (М8): 

сш + с)ш = (гш = 0, (358) 

откуда, на основании (328), вндимъ, что только одно уравнен1е опре- 
д'Ьляетъ три искомый величины, X, Ж, N. всл'Ьдств^с чего нанравле- 
и1е результирующаго момента М прпложенныхъ снлъ можетъ быть 
выбрано произвольно. Выбирая это иаправлеп1е параллельно моменту 
количества движен1я М (т. о, заставляя ДМ совпадать съ Д^М), и 
обозначая величину такого момента силъ черезъ М^, будемъ имЪть 
по (;-!117), гдЪ т = и^,.(Л, п по (328): 

Выбирая М параллельно 1^ (т. е. параллельно ДэМ) и обозначая его 
величину черезъ Ма, получаемъ, какъ прежде, пзъ (328) и (310): 

АА, = а. (359)' 

Наконецъ, выбирая М параллельно ДдМ, получаеиъ изъ (316) и (328): 

Б) Должно оставаться неизмЪнннмъ только одно направлеше 
оси вращен1я. Тогда (1'-}^ = (^"^ ^ <1"г ^ О, и, на основаы1и (335), 
^319) и (328); 



*^ _ 1^^. _ ШЬ^^ а(Ж--|0 г(Я~^)1 1) _ 
М Н, I шЯ, ^ ш&, ^ о)Я, ^м ' 

<и я, I ыН, ~" шЯ, ^ шЯ, ] со ' 
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328 , 


Г.11ВА 


111. Б) 


Кинетика такрдлю тт,лл. 


откуда 


Б)1Д1Т>1Ъ, Ч'Ш 










рН, 


!> Л^-а 57/, Я 



т. 0., что 11езультирую1Ц1Й «онентъ еилъ {^ — X, Л/— а, Л'" — V), 
составленный изъ искомаго момента {^,М,N} и момента центро- 
б'Ьжныхъ си.1Ъ (—>.,— [Л,— V), должеиъ быть 11аралл(^ленъ моменту 
количества двкжеьйя (2,9)1,91), а по величине можетъ быть произво- 
леп'ь. Науывая эту величину черезъ ^, т. е. полагая 
^^_(^_Xр + (Ж-[^.)= + (^V-V)^ 
возводя аат'Ьмъ урр. СМ}1} въ квадратъ и икладыка.ч, лолучаеиъ: 

всл'Ьд(;тв1е чего заключэемъ, что 

Т. е. искомый 1101яентъ {Ь,М,Х) слагается изъ двухъ: момента цен- 
тростремительныхъ силъ, и Н'Ькотораго момента, произвольной величи- 
ны, но параллельнаго моменту М. Если твердое Т'Ьло вращается съ не- 
рем'Ьнною угловою скорост1ю около неподвижной осп, то Л, ^л, V оу- 
дутъ очевидно слагающими момента силъ сопротпвлел!!!, оказываема- 
го осью вращающемуся тЪлу. 

4) Угловая скорость не должна изм-ёнять своей величины срав- 
нительно съ дв!1жен1ем'1. по инерц1и; т. е. должныоыть^'^^=|?'5'=^о'>'-=С>, 
или, но (В48), 5(0 = 0. Следовательно, слагающхя ^, М, N псвомаго 
момента силъ М определятся, на основан1И (329), однимъ уравне- 
В1енъ: 



я. 



(263) 



Если направлен1е М выберемъ параллельно И, то обозначая вели- 
чину иевомаго момента, направленнаго тавимъ образомъ, черезъ Мх , 
нолучинъ: М1 ^= 0. Если будемъ искать моментъ, параллельный ДаМ, 
то его величина М^ опять определится по (333) равною нулю, если 
только все моменты инерц1ц не равны между собою, плп если ось 
вращен1Я не совпадаетъ съ одною изъ осей ннертйи, когда Мз мо- 
жетъ быть произвольной величины. Наконепъ, на основан1и (334), 
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1юлу'1ннъ также, что М^ = О, ечлп только 

1р то иг 

^ ^^л^-— не раино нулю, 

ибо Еъ посл^днемъ случай Мз можетъ быть произвольной величины. 
5) Не должно изменяться направ.1ен1е оси вращения сравни- 
тельно съ двнжен!емъ по пиерцш. Въ такокъ елуча* очевидно. 
^[|р _ ^['^ — ^|у _ () На основан!!! (846), (11483 и (339), получаемъ: 

% = ^_;4 + 1^4-^:^У- = <,, „X.,, (364) 

откуда также, какъ нзъ (ШУ), получаелъ: 

^"в„, л'-вм. ^^=«3^ <-'''> 

Т. е. нск0!яып моментъ можетъ 5ыть произвольной величины ^, но 
направленъ всегда параллельно М. 



$ 50. Движение несвободнаго твердаго тЬла. 

Обш1я уравнен1я движен1я несвободнаго твердаго тЁла, т, е. 
зависимости ускорена разлпчныхъ его точекъ отъ придоженныхъ 
силъ, получаются, на основан1и принципа д'Аламбера (§ 30), изъ урав- 
не11|й равиов'];с1я несвободнаго твердаго тЪла (§ 42), въ воторыхъ 
приложенныя спл!л должны быть зай^Ьнены потерянными силами. 
Яри этоиъ величины Х^, \. . . будутъ, также какъ и въ случа'В 
равнов'Ёс1я, представлять силы сопрот11влен1Я, сь которыми механиз- 
мы, огран1[чивающ1е свободу тЬла, д'&пствуютъ на это посл'Ьднее. 
Упоиянутыя сопротнЕлен1я, завися въ каждый моментъ движен1я отъ 
величины потерянныхъ силъ, будутъ изм'Ьняться во время движен1я 
съ 11знЬнен1емъ скоростей точекъ тЪла. Нзсл'1;дован1е свойствъ об- 
щихъ уравнений двнжен1я несвободнаго твердаго т'Ьла выходить изъ 
гранпцъ настоящаго изложен1я, всз'Ьдств1е сложности натематиче- 
скаго анализа. Поэтому мы ограничимся и;!1Ъдован1емъ прост*йшаго 
случая движеБ1я твердаго т'Г.ла около неподвижной оси. 

Врашен1е твердаго тЪла около ненодвижной оси нрннадлежнтъ 
очевидно къ числу обращаем ыхъ двия!ен1Й (§ 32), при которыхъ 
приращен! е кинетической энергп! изм1;ряетъ работу, произведенную 
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приложенными силашк Если мы ооо^начннъ чсро^ъ си угловую ско- 
рость тЪла около его неподвижной оси, '1ере;.'ъ г— ра:1СТ0ЯН1е какой 
либо его точки, еъ массою ш, отъ оси, чорезъ г — ея скорость, то 
кинетическая энерг1Я Т этого твердаго тЬла в'|. данный ломеитъ вре- 
мени выразится очевидно, какъ 

откуда, нэаывая череаъ II момснтъ 1!норц1и т-Ьла около оси вращен1Я, 
получаемъ; 

Г.-^|(о^Я. (307) 

Если для какого ниоудь первоначальнаго момента времени мы 
о!»означпиъ величины кинетической энбрг1п и угловой скорости че- 
резъ Т„ II ы^„ то пр!1ращен1е кинетической энерг1и, начиная отъ 
уиомлнутаго иачальнаго времени до разслатриваемаго выше, будетъ 

Т-2;:.ЛлК~(о,Л, [^68) 

и представить, на основании § 33, работу приложенныхъ сил'ь въ те- 
чен1н соотвйтствующаго промежутка времени. Если разсматриваемыг! 
промежутокъ времени будетъ безкоиечно малъ, то разности 2"— Т,, и 
ад — ы^ будутъ также безконечно малыми величинами, которыя мы 
обозначинъ черезъ с12' и (1ш. Въ такомъ случа!; ур. (368) будетъ 
имЪть бол4е простой видъ: 

или. такъ какъ (1ш'^ въ свою очередь безконечно мало въ сравне- 
1111: съ ёо} (ноо от1[оше111е --- = сЫ безконечно мало): 

ЯШ 

Прпращен1е кинетической энерг1н (368), или (369), можетъ быть 
обусловлено единственно тою слагающею част!» момента приложенныхъ 
С1!яъ, которая направлена по оси вращения, ибо, на основан1и (103) 
(§ 42), отсутств1е этой слагающей нредставляетъ единственное условие 
равновЪс1Я твердаго т4яа около неподвижной осп. Если мы обозначимъ 
черезъ М величину момента приложенныхъ силъ, паправденнаго по 
осп вращен1я, то ыМг?/ будетъ, на основап'1и (2С5), работа, совер- 
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шенная упомянутыми силами во время Ш, при безвонечно валомъ 
угловомъ переи'Ьщен1и шсК; такъ какъ эта работа съ другой стороны 
измеряется соотв1;тствуюо|11мъ приращептеиъ кинетической энерг1и, 
то по (369): 

ыМйг =г Нш(1ш . (370) 

или 

Ы\1И = Шы. (370)' 

Суимнрун элементарныя работы по вс11нъ безкоиечно малымъ эле- 
мрнтаиъ времени, составляющимъ данный конечный промежуток!, вре- 
мени, для начала и конца котораго величины угловой сворости суть 
(1^^^ и ы, мы получаемъ: 

1;мМггг = Л1;««?ш , (371) 

или 

^Ы\^Ь^Н^в<^, (371)' 

н ранысклвая суммы, какъ въ § 3, находимъ: 

1:М(?;^Я(ы-ш„). (372)' 

Если величина момента М во все время движеН1я остается нензи'Ьп- 
ною, то сумма лЬвой части ур. {'^Ч'1)\ берется непосредственно, и 
мы получаемъ: 

Мг = й"(ы — (о„), 



(373) 



г-^ 



гд'Ь время I считаетсл отъ того момента, когда 1«)=со^|. Такое рав- 
номерное приращен1е угловой скорости ияеетъ напримЪръ место, 
когда приложенныя силы не изменяютъ ни своей величины, ни на- 
правлен1Я относительно гЬла, какъ-бы следя за вращающимся теломъ 
я въ пространстве направляясь последовательно различнымъ образомъ. 
Изъ случаевъ изменяющейся величины момента М мы разберемъ 
тотъ, когда взаимно параллельныя внешн1я силы, будучи 1[риложены 
во время двпжеН1я тела къ однЪмъ и темъ-же его точкаиъ, сохра- 
няютъ свою величину и направлен1е въ пространстве, и изменяютъ 
следовательно это направлен!? но отношеп1Ю къ движуп1еиусл телу. 
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Бъ такомъ случае |;ъ оолыиею лсгкос/гпо ложно пычлс.шть д.1я каж- 
дой силы сумму л'Ьвой част» ур. {'Ш). т. е. работу, ибо для силы, 
приложенной къ одной и той-же точк'Ь и сохраняющей свою величину 
11 напраБЛеп1е во времн двпжен1Я ятой последней, работа, совершен- 
ная между двумя нолоя;ен1ЯМ11 движущейся точки, не :!!И11к-1пъ отъ 
формы пройденнаго пути (§ 35). 

НЬкоторыя иаъ положен1Й твердшо тГ.ла вокругъ ненодвнжиой 
оси 5удуг)., при дМств!!! вышеопнсаиныхъ сплъ, положен1ЯМИ рав- 
нов'ЬС1я; именно — тЬ два положен1я, при которнхъ нсизм'Ённов на- 
правлен1е приложенныхъ силъ будеть параллельно плоскости, прохо- 
дящей черезъ ось вращен[я и центръпараллельннхъ еилъ; при одномъ 
из'ь упомянутыхъ положений направлен1е равно.тЬЙствуюшей оудетъ 
идти отъ центра параллельныхъ силъ въ оси, что Яудеть соответство- 
вать неустойчивому равнов'Ьс1ю; при друголъ положенп! направлен!? 
равнод'ЬЙствующей будетъ отъ центра въ противоположную сторону 
относительно оси, что обусловптъ устойчивое равнов'Ьс1е. Если силы 
5удутъ параллельны оси, то нрп всякомъ положен)и тЬла вокругъ 
оси оно будетъ въ равнов'Ьрлн. При вращен1и т'Г.ла будетъ отлична 
отъ нуля работа тЪхъ соотв^тствующихг частей прпложенныхъ силъ, 
который направлены перпендикулярно къ оси. Выоереыъ два поло- 
жеП1я т1.ла, при которыхъ плоскость, проходящая черезъ ось и точку 
прнложешя равнод'ЬЙствующей, образуетъ съ плоскоет1ю устоНчиваго 
равнов'Ес1я соотвЪтственно углы а„ п а, и вычпслимъ работу прило- 
женныхъ силъ между Этими положен! л я и, пли равную ей работу равно- 
.р дМствующей. Пусть плоскость рисунка (рнс. ЙО) 

'^\^. будетъ перпендикулярна къ осп, слЬдъ которой 

/ ;'^1 °\ пусть будетъ въ О; пусть 06' будетъ сльдъ 

■ I \ плоскости' устойчиваго равновЬсья, С,С\С" — 

I '\ три положешя центра параллельныхъ сплъ, и 

с^ — --■ ,в ^'— величина части равнодействующей, перпен- 

^, '" дикулярной кь оси и направленной всегда парал- 

^ 2'* лельно ОС. Опуская изъ С" и С перпендикуляры 

Р"<^- ^'^- на ОС, легко внд-Ьть, что работа силы ^^, при 

перем'Ёщен1и центра силъ изъ С" въ (7, будетъ Р. ВТ), или 

Р.В1)^-1'{0В~ ОВ] =^ Рг{со8 а — сон а„) , (374) 

где г есть разстоян1е центра силъ отъ осн. Тавъ кавъ выражен1е 
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('Ш) |1И]1ед11ляст1> л*вую часть ур. (И2). то мы будепъ ниёть: 

"■-м.""^ ("»'-""=■.). (37=) 

откуда видииъ прежде всего, что еслк первоначальная скорость (1)^0, 
то со8а>со8ао и а,, > «; т. е. тЪло будетъ двигаться къ положен1ю 
устопчиваго равнОБ1.с1я, въ котороиъ пр1обр11тетъ наибольшую угло- 
вую скорость 



- (1 — сойа,,); (874) 



аатЪм'ь угловая скорость Г^удетъ ут^ньшаться до кула, при отклоне- 
Н1И на уголъ а=ан въ другую сторону отъ ОС, откуда т^ло повер- 
вется назад'ь, и т. д. Такимъ образомъ. дв11]кен1е будетъ состоять въ 
коле5ан1и около положен1я устойчиваго равнов'Ёс1я, причемъ величина 
угла коле5ан1я — -угловая амплитуда — будетъ равна За^. Опреде- 
лить зависимость скорости отъ времени съ пом01Ц1ю простййшикъ 
функ1йй мы можемъ только въ томъ случа'Ь, когда откдонен1е т'Ьла 
отъ 11оложен1я равнов'Ьс1Я очень мало, т. е. когда всякШ изъ угловъ 
а настолько ыалъ, что мы можемъ принять разность между а н 81п а 
исчезающею въ сравнен!и съ об'Ьилп упомянутыми величинами, т. е. 
положить: 



^ а 1 — С08 1 
2^" У 



что следовательно по (377): 



мы получнмъ изъ (;575), полагая «и = 0: 



(378) 



Наибольшая скорость, нри а=0, будетъ 



'^'=-гт{<-^')- (379) 



'^^^"'■\^?- 



(380) 
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На й-Ьноторой прямой отложпль длину -^/^=■^а^, и на ЛЬ', какъ на 
Й1алетр'Ь, тюстроимъ окружиог,т1, (рис. 81). 11р*.'дстав1шъ со(|Ьн!1КОторую 
точку, движущуюся по окружности рав- 
ном-Ьрио, т скорост!» ш^. Тогда ско- 
рость V продожен1я ЭТОЙ точки на д1а- 
метръ, будучи равна проложен1ю ско- 
рости ш, на тотъ-же д1амс.тръ, пред- 



Рис. 81, 
<'.тавптся въ вид'Ь 



сое ЕХ)А : 



гд'Б 9 есть уголъ между рад1усомъ круг; 
щейся точк*, н д1аметро11'ь АВ. Но 

ОЕ «. 



;т^, (:)81) 

П141вед(;ннылъ къ дьижу- 



)азонъ, получпмъ из'ь (381); 
II' 



-/' 



Ы-^'У 



(383) 



Сравнивая это последнее выраже[пе съ (37У), видимъ, что про- 
ложен1е точки Д находясь на разстонн1и а отъ цеитра О, нмЬетъ 
скорость, величина которой равна величинЪ угловой скорости раз- 
сматриваемаго выше тЬла, при его отклонеП1и на уголъ « отъ по- 
ложения устойчиваго равновЪс1я. СлЬдовательпо, если мы найдемъ 
зависимость отъ времени угла с^- (рис. 81), то найдемъ искомую зависи- 
мость отъ времени угловой скорости ш, ибо, по численной величине, 
^^> = V. Но замЪчая, что дуга ЙЛ', проходимая точкою равномерно во 
время ^, равна ш,/, п припоминая величину \ рад1уса этой дуги, 
мы находимъ: 






БСЛ'ЬдстЕ1е чего 



3111 — ^ ( , 



(3 



(383) 



откуда видимъ, что скорость черезъ определенные промежутки вре- 
мени будетъ принимать прежн1я свои величины. Действительно, по 
истеченй! пекотораго проясжутка врелепп т, послЬ вромени (, вели- 
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чипа скорости будстъ пчевпдио; 

со' -= ш^5^п — {^-^^:), 
и со' сделается равною ш, если 

■^1 (; + т) ^ --' ^- 2т: , отнуда -^.2г. -~" ^.2~-л/ ~. (38(5) 



./I 



Промежутокъ времени т, но нстйчсн!!! котораго угловая скорость 
колеблющагося около осп т^да прпннмаетъ свою прежнюю ветчину 
и 1грежн1Ё знакъ, называется временемъ пол наго колсбан1Я. 
Очевидно, что въ течев1н атого времени тЬло, исходя изъ какого-либо 
своего ноложенгя вокругъ осп колебан!я, поворачивается въ ту и другую 
сторону всего на уголъ равный двойной угловой амплитуд*. Вспомо- 
гательыый уголъ ср (381), который носитъ назваН1е фазы колебанЫ, 
изминается при этомъ на '^тг. КронЪ того черезъ «ромежутокъ времени 
- всякая скорость даннаго колебан1Я првметъ тоже свою прежнюю 
величину, но будетъ противоположна первоначальной по знаку. Этотъ 
промежутокъ времени называется временемъ ироетаго коле- 
б а н 1 я. Очевидно, что во время простаго колебан1я фаза изменяется 
на полуокружность, т. е, и, а уголъ а — на угловую амплитуду, какъ это 
легко видЪть изъ рисунка (81). Выражен1е (1186) показываетъ, что 
вреяя волебан1я не зависитъ въ данномъ случае отъ величины раз- 
маха, если только эта последняя настолько мала, что синусъ ампли- 
туды весьма мало разнится отъ угла амплитуды. Вводя величину т 
въ уравнен1е (385), мы получнмъ, на основан1и (386): 

„-^■'^,1^^-1. ,387) 

Если параллельныя силы приложены къ каждой лзъ матер1аль- 
пыхъ точекъ, составляющихъ данное т^ло, н если ускореН1Я этихъ 
сплъ одпнаковы, какъ въ случай д11йств1я тяжести, то по § 42 (23)^ 
введенныя выше величины Р и г пудутъ: 

Р^-.д^^т, г = 7=^, (088) 

гдЬ ,(/ есть ускорение, /■^разстоян1е центра тяжести т'Ела отъ оси 
и '. — разстоян1е матер1ал1>ной точки т отъ топ-же осн. Для такого 
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случал уравн. (ЗЗГ|) ооршдаегсл въ 






Твердое т4ло, колеблющееся подъ дЪйствх^'иъ тяжести оволо непо- 
движной оси, носить назвав!? сложкаго маятника. Если мы пред- 
ставимъ сеИ ыаятникь въ впдЪ одной матер1альноп точки т, нахо- 
дящейся на нензмЬнномъ разстоян111 / отъ ноподнижной осп, то для 
такого случая 

(390) 



-/ь 



Такого рода маятипкъ называется просты!яъ илп математиче- 
ски м ъ. Сравнивая (390) и (389), мы виднмъ, что время колебан1я 
сложнаго маятника тоже самое, что нЪкотораго простаго, длина котораго 

1^^- = Л. (391) 

Копецъ ЛИН1И длины I (391), проходящей черезъ цектръ инерц1и 
сложнаго маятника перпендикулярно къ оси, опредЪляетъ точку, на- 
зываемую центромъ качан1я, Если неподвижную ось перенесемъ 
параллельно самой себЬ въ центръ качан1Я иаатника, то время его 
колебашя будетъ: 



"V гг.ь»' 



(392) 



гд4 Н, есть моментъ гшерц111 относительно новой оси, а г^ — раз- 
стойше отъ нея центра тяжести. Но очевидно, г^-^1 — г, и, на осно- 
ваюи (211): 

гдЪ И^ есть моментъ инерц1и около оси, нрохо,тящей параллельно 
данное! черезъ центръ тяжести. Следовательно: 

Л, = [(( - г) ■ ~>] Ьп + Яг . ( (г — 2?) Ъ,1 ^ И , 

и но (391): 

--Ц1— 21-) 2»! — (.-&« = Ц1-г) ^1» , 
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вслЪдстВ1(.' чего Л1. (392) даетъ; 

СЗУЗ) 






т. е. время колебан1я огь укомяиутаго переыТиценгя оси не изм-Ь- 
ннтея, и новый иентръ Е0ле()ан1а йуяетъ лежать на старой оси. 



Вращен1е твердаго Т'Ьла съ угловою с.корост1Ю м около оси, 
находящейся въ разстоян!» г отъ центра инерц1(1, можно представить 
сеЗЪ, какъ вращен1е со скорост!» ы около параллельной оси, проходя- 
щей черезъ центръ инер1ии, и вм'Ьст'Ь — какъ поступательное движеН1е 
по кругу рад1уса 7, со сиорост!» гш (§ 13, (65-)). Если-бы твердое 
Т'Вло было свободно, то упомянутое поступательное круговое движе- 
Н1е было-бы обусловлено силою, приложенною къ центру инерци), 

направленною къ центру круга и равною !:—-!- 2и( или ^^^^^'^'т. Со- 

г 
хранен1е-же направлен1я оси вращеп1я было-бы въ такомъ случае 
обусловлено парою, моментъ которой былъ-бы перпенднкуляренъ въ 
оси и равенъ (§ 49 (357)) Мюзш (М,а.). Въ случаЪ существован1Я 
неподвижной осп тЪже самыа сила и пара опредЪляютъ сопротивлг- 
Н1е ог.п вращающеауся тЪлу. Если ось параллельна одной пзъ глав- 
ныхъ осей иверц1Н, то 8т(М,ы) = (?, и сопротивлен1е выражается 
одною центростремительною силою, приложенною къ центру иверц|и: 
если крон* того »■ =^ О, т. е. ось проходитъ черезъ центръ инери1п, 
то сопротивление равно нулю. 

Плоскость упомянутой выше пары совпадаетъ, на основашп (292), 
съ плоскост1ю, проходящею черезъ прямую, проведенную параллельно 
осп черезъ центръ йнерц111 т^ла, и черезъ прямую, проведенную че- 
резъ центръ инерц1И 1гараллельно моменту количества движен1л М. 
Центростремительная сила при этомъ вообще не совпадаетъ съ плос- 
К0СТ1Ю пары, образуя съ нею некоторый уголъ ф, плп съ ея момен- 
томъ — уголъ 9 = ^ — ф. Углы 9 пли ф легко опред1;лятся по дачнылъ 
неизмЪннымъ положен) ямъ неподвижной оси и лин1и г относительно глав- 
ныхъ осей |[нерц1и. Д-Ьйстввтельно, зная углы а, ^, -{ оси враше- 
Н1Я съ осями ннерщн п величину главныхъ моментовъ инерц1и, мы 
опред'Ьлимъ изъ (291) клп (291)' углы момента й съ этими осями, 
т. е. углы момента нашей пары: а зятЬмъ, зная эти углы п углы 
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ЛИН111 *■ съ тЬми-же осями, легно вмчнсллмъ коспнусъ угла !р. Найдя 
уголъ 5. «ьг разложпмъ пару й = 51ш8ш (М,(о) на двЬ: одну, рав- 
ную 42 81119, ВЪ плоскости Л11Н1Н г и оси, Н другую, ЙСОйО^ВЪ 

плоскости перпендикулярной къ /■. Первая пара, вмЪст'Ь съ силою 
гсо'^«( даетъ силу, равную » параллельную только-что упомянутой, 

и приложенную на разстоян1и ^^у' от'Ь центра 11нерц1и. Мы оста- 
новимся на случа*, когда лин1я г лежитъ въ плосвостп нары, т. е. 
когда ?ш9 = '1- Въ тавомъ случа* сопротиЕлен1е оси выразится, 
если т'Ьло колеблется нодъ д*йств1еыъ тяжести, силою 

"^■'Ъч ил» по (379): ^.'^''^-{а.^^ ~ х'^)^ (394) 

приложенною, какъ вообще во всякомъ случае, на райстоян!и 

д = ~~ (ЗЭо-) 

отъ центра инерц1И. Но, на основан1и |'>91): 

а = ш^[7, (396) 

ГД'И 

}]^ = е08^ 5 соз^ у (Я, - Н,? + С08' у еой' а {Н, - НЛ'' 
-Г еов^ а со8^ ,5 {Н^ — Я.^^ , 

И при неизн'Ьнноиъ положенп! оси относительно осей инерН1И не 
изменяется. Сл'Ёдовательно: 

,)-.= -_-—- (398) 

м не изи-1;ня<:'1са во Е1)ез[я 1В11жен1я. 



Разсмотримъ еще, вч. видЬ нримЕра, услов1я раБН0Е'Ье1а, равно- 
мЬрно вращающагося лаятнпка. Представимъ себЬ тяжелое твердое 
тЬло, подвижное около горизонтальной оси, п вращающееся равно- 
мерно около некоторой вертикальной оси, не совпадающей съ его 
центромь тяжестл. Найденъ соотношен1е между угловою скороет1ю 
и угломъ /., на который лин1л, представляющая растоян1е г центра 
тяжести отъ горизонтальной осп и при отсутств»! вращен1я совпа- 
дающая съ вертикальною осью, отклонится отъ этой нослЬдней при 
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вращешй. Принемъ для простоты вычислен! л, что горизонтальная 
ось параллельна оси инерц1и Л'д, что ось инерцй! Н^ совпадаетъ 
съ лишею г, а ось инерции Н^ ей перпендикулярна. Тогда, обозна- 
чая черезъ а, |3, у углы главныхъ осей инерц!» съ вертикальною осью 
враще!11Я, мы будеаъ «л^ть, считая напра11лен1е оси вращен1я по 
направ1ен1ю тяжести: 

СОЗ а :гт= 81П /С , С08 ^ ==■- С08 /, , С08 •■; ^ О , 

ЕСЛ'Ьдств1е чего и на основан1и (291) заключаемъ, что каправлеи1е 
момента О будетъ параллельно горизонтальной оси и равно 

[Щ — Я,} ад^ 8!11 '/. ео8 X. . (399) 

Моментъ центростремительной силы центра И1[ерц1и около той-же го- 
ризонтальной оси, ЯВЛЯЮЩ1ЙСЯ отъ вращен1я около вертикальной оси, 
будетъ очевидно 

(0^ 8111 7. СОЗ У.Ъп . (400) 

Наконецъ, моментъ силы тяжести около горизонтальной оси будетъ 
д^-5т7Хт, (401) 

гд'Ё д есть ускорен1е тяжести. Легко видеть, что уголъ '^ будетъ 
сохранять постоянную величину при постоянной угловой скорости со, 
когда моментъ (401) будетъ равенъ суимЪ моментовъ (400) и (399), 
т- е. когда 

(Н, — Я, -I- ?) ш^ С08 '/. ■= дгЪш , (402) 

что и представляетъ искомое условие. 

Если въ начале вращешя лин1я г совпадаетъ съ осью враще- 
Н1Я, то вс4 три момента, (399), (400), (401), суть нули, и при даль- 
н^йшемъ Бращен1и дин1я т остается неотклоненною. Но этого оче- 
видно не будетъ въ общемъ случае, когда ни одна изъ главныхъ 
осей инерц1И не совпадаетъ съ лишею г. 



§ 51. Ударъ свободныхъ абсолютно твердыхъ тЪлъ. 

Изм-Ьнен1е движешя т'Ьлъ послЬ ихъ удара другъ о друга долж- 
но очевидно обусловливаться только ихъ взаимною встр-Ьчею, не за- 
вися отъ ДЁЙСТВ1Я какой-либо посторонней силы. Поэтому, разсма- 
тривая два или н'Ьсколько соударяющихся свободныхъ тЬлъ, накъ 



уСоо^к 



340 Гллвд III. В) Кинктика твердаго т-ьлл. § 51 

одну 1'истеиу движущихся ыате])'|алышхъ магсъ, мы должны прила- 
гать къ этимъ тЬламъ век т!; заключен1я. которыл были выведены 
въ § 21 — § 24. § 31, § 35 относительно общихъ свойствъ движе- 
н1я свободной вонсервативной систелы. Другими словами, мы должны 
пр1Йти къ заключен1ю, что какъ во время удара, такъ до и посл1; 
него, останутся неизменными 1:л1;дуюЩ1Я величины; 1) геометриче- 
ская сумма количествъ движен1й всЬхъ латер1альныхъ точекъ систе- 
мы, или, что все равно, не изменится движе1пе ея центра инерЦ111, 
2) монентъ количества двпжен1й, и 3) энерг1л системы. Эта неиз- 
менность будетъ вообще имЪть мЪсто независимо отъ того, пронехо- 
днтъ-ли столвнонен1е. абсолютно твердыхъ тБлъ, мягкихъ, упругихъ, 
или наконецъ жидепхъ и газообразныхъ. Разница будетъ только со- 
стоять въ способах* вычислен1я т-Ьхъ количествъ, который должны 
оставаться нензм1;ннымп: такъ, въ случаЬ абсолютно твердыхъ т'Ьлъ, 
мы должны принимать во вн1[мап1е только скорости ностуиательныхъ 
и вращательныхъ ДБ11ЖеН1й, кроме которыхъ другнхъ и быть не мо- 
жетъ, но самому нашему опред'Ьлен!Ю таковыхъ т^лъ; въ другнхъ 
тЬлахъ, кромЬ упомянутыхъ скоростей, должны быть приняты въ 
разсчетъ скорости разлпчныхъ частей одного и того же т^ла отно- 
сительно другъ друга. Въ дМствительности конечно мы не им^емъ 
дьла съ абсолютно твердыми тЪлами, когда наблюдаемъ столкновен1е 
т'Ьлъ, отличаемыхъ назван!емъ твердыхъ; но тЪиъ не менЪе изсле- 
дован1е ндеальнаго случая абсолютной твердости пмеетъ физическое 
значен1е, какъ известное 11риближен1е къ д^пствительпости, илн какъ 
разборъ существенныхъ чертъ явлен!я, при чемъ второстепенныя ка- 
чества предполагаются кавъ-бы несуществующими. Подобное сообра- 
жен1е мы должны нлЬть въ впду при выводахъ всЬхъ нашихъ заклю- 
чеН1Й объ нвлен1яхъ природы, ибо вообще всЬ устанавливаемые нами 
законы природы суть наши идеальный нредставлен1я, относящ1яся 
не ко всей совокупности наблюден1й и впечатдЪнШ, а только къ нъ- 
воторому идеальному ихъ распредЬленао. 

НйИЗмЬнность трехъ упомянутыхъ величинъ, характеризуя вообще 
всякое дЪйств1е взаимныхъ снлъ между массами системы, не относится 
следовательно только исключительно къ случаю ударовъ. Поэтому мы 
должны разыскать еще спец1альныя услов1я, который отличили-бы случай 
ударовъ отъ общаго случая действия какпхъ-лпбо взаимныхъ силъ. 
Во кервыхъ изъ самаго опред11лен1я удара сл'!;дуетъ, что пзм'Ьнен1е 
движен1я, обуслонливаеиое имъ пъ каждомъ изъ соударяющихся тГ.лъ, 
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происходить мгновенно въ иоментъ соприкосновен! я. Сл'Вдовательно 
д'Ьёств1е удара на каждое т'Ьло эквивалентно д^йитв!» нЪкотораго 
нмнульса; величина и яолентъ этого посл'Ьдняго онред-Ьлятся оче- 
видно приращен1нми величины и момента количествъ двил1ен1я соот- 
Е-Ьтствующаго тВла. Во вторы хъ, такъ какъ упомянутые импуль- 
сы должны обладать свойстваии взанмныхъ силъ, то каждому им- 
пульсу (или вообще каждой его части), приложенному къ одной точ- 
кЬ, долженъ соотвЬтствовать равный и противоположный, приложен- 
ный къ другой то'1кЪ. Бъ третьи хъ, за точки приложен1Я нм- 
пульсовъ мы должны очевидно принять точки сопрпкоеновен1я тЬлъ 
при удар'Ь. Подъ соприкосновен1енъ тЪлъ въ данной точк'Е, т. е. подъ со- 
1Ерикос1[ОБен1еиъ поверхностей ихъ ограничивающихъ, подразумевается 
совпаден1е въ упомянутой точк* эленентовъ топ и другой поверхности. 
Ударъ обусловливается сопр01ивл(!Н1емъ элемента одной поверхности 
перемещен!»! элемента другой по нормали къ первому элементу, напра- 
вленной внутрь того т1)Ла, къ границ! котораго этотъ элементъ прина- 
длешитъ. Поэтому, въ четвертыхъ, мы должны предположить, что 
ударные импульсы, проходя черезъ точки сопривосноЕен1я соударя- 
ющихся тЬлъ, направлены по внутреннпнъ нормаляиъ къ соотв^т- 
ствующимъ поверхностямъ въ точкахъ соприкосновен1я. 



Вышеприведенныя разсуждеп1я пркложпмъ къ случаю двухъ 
твердыхъ тЪлъ, соударяющихся въ одной точк'Ь. Обозначнмъ черезъ 

М — массу перваго т'|1ла, 
^Г^, ^Ц"2,_&д^величины главныхъ центральныхъ моментовъ инерц1н, 
11, г), га, — слагающ!я скорости центра тяжести по главнымъ цен- 

тральнымъ осямъ ннерц!» непосредственно до удара. 
р, '^, г, — слагающ1Я угловыя скорости по т'Бмъ-же осямъ до удара. 
Н!, о,, 1Т31 — скорости центра тяжести после удара, 
^1' ?!' *"1 — угловыя скорости послЪ удара, 

^ — величину ударнаго импульса, приложеннаго въ точк* 
соприкосиовен1я и направленнаго по внутренной норма- 
ли къ поверхности тЪла, 
I. ш, п косинусы угловъ упомянутой нормали, а следовательно 
и импульса, съ осями координатъ, т. е. съ главными 
осями инерц1и перваго тЪла, 
"> '(1 С —координаты точки соударения относительно т'Ьхъ-же осей. 
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ЗатЬмъ помня, что величины слагающихъ импульса по кэвилъ 
либо направлен1ямъ иамЬриютъ прнра1цен1е слагающихъ по т'Ьмъ-же 
направле1пямъ количества движен1я, и что мокенты импульса соог- 
в'Ьтетвенно изи-Ьряють прпращен1е аоментовъ количествъ двнжен1я, 
мы будемъ им'Ёть: 

л = м(и, — \\). ^пI = м{\)^^V). ^I<^ З1:(т^~т), (4оз) 

Соответствуют!!! величины для втораго тЪла обозначилъ т1ми-же 
буквами со значками наверху: М^, Н\р\,р' п т. д., при чемъ осями 
координатъ будутъ главныя центральны)! оси пперц1и втораго тЬла; 
кром1; того величина ударнаго импульРа для втораго тЪла будегь таже 
/, что для перваго, но направленная бъ противоположную сторону, 
т. е. по внутренйой нормали втораго тЪла, которая очевидно будетъ про- 
должен1емъ нормали перваго тЪла, п, по отношен[ю къ этому последне- 
му, будетъ внешнею. Тавимъ образоиъ мы получимъ для втораго тЪла; 

Л'^Ж"'(11/-и'), ^т^=М^{р-^~п^), /;)'=Ж' (П)/-П)'), (405) 

^("Ч'-^'а----Мь'-Ю^ {406} 

Уравнен!;! (403) — (406). не определяя еще вполне движен1Я после 
удара, позволлютъ сделать несколько общихъ выводовъ. Предста- 
вииъ себе некоторую прямую, перпендикулярную къ нормали {I. т, п]\ 
пусть л, ц., V будутъ косинусы угловъ этой ЛИН1И съ главными ося- 
ми инерц1и перваго тЪла, а л', у.', V'— углы топ-же лпн|и г/ъ оснии 
инерц1и втораго тела. Тогда по условию: 

IX -г ти. 4- «!> = О , ?'Х' + ш'р.' -г «'V' :^ 0. 

Умножая урр. (403) соответственно на >>., р., V и складывая, а урр. 

(405) — на ?^', (а', V' и тоже складывая, мы получимъ, помня выше- 

упомянутыя услов1я перпендикулярности: 

Х(и,— и)+[*(.ч,— »} + уОп,~п)) = о, , „ 

а' (ц/— и') -|- ,а'(ю,'— х>')-^ V' (И),'— го') = о , 

откуда видйяъ, что продожен1е приращен[я скорости центровъ инар- 
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цш соударяющихся т^лъ на лин1ю, перпендикулярную къ общей нор- 
малк'и стало-быть параллельную къ обшей касательной плоскости, 
равно пулю; т. е. слагающ1я поступательныхъ скоростей, парадлель- 
ныя общей касательной плоскости, отъ удара не меняются; следо- 
вательно, ударъ измЬняетъ только скорости пентровъ инерцит, пер- 
пендикулярныя къ уполянутой касательной плоскости. 

Если нормаль въ точк'Ь касан1я проходитъ черезъ центръ инер- 
ции ударнющагося т4ла, иоложимъ перваго, то очевидно: 

_^ = 1 ^ 1 
I т п " 

всл'Ьдств1е чего лЪвын части урр. (404) обращаются въ нули, и 
иы пн^емъ: 

Рх=Р^ 91 = 3, »-1-=г; 
т. е. въ такон'1. случа!; угловая скорость ударяющагося тЪла не из- 
меняется отъ удара. Тоже самое скажемъ и о второмъ тЪл'Ь. Въ 
однородномъ шарЪ всякая нормаль направлена къ центру пнерц1и; 
следовательно, при удар* однородныхъ шаровъ другъ о друга или о 
друг1а тела меняются только скорости ихъ цеятровъ, а вращеп1н 
остаются нензкенными. 

Умножая урр. (404) соответственно на /, ш, я и складывая, а 
урр. (406) — на V, ш', п\ мы получимъ; 

Ш, {р, ~~р) + тЩ (<1, - з) ^ пЫ, [г, -г)^.0 , 
141' (р'-р') +т'ИМг'-а') +«'Я;(г/-г') - О , 
откуда завлючаеиъ, что моменты количества двйжеН1Я, зависящее отъ 
вращательнаго движен1я н приба8ляюш1еся послЬ удара къ соответ- 
ственнымъ но1яектамъ того п другаго тела, параллельны общей ка- 
сательной плоскости въ точке соприкосновен1Я. 

Приведснныя выше двенадцать уравнений, (403) — (406), содер- 
жатъ тринадцать неизвестныхъ: и1, Ц;, п)1, ^),, д^, ?"1, и/, о/, ш,', 
р^\ Зх', «Ч'. <^, для определеН1я которыхъ мы должны прибавить три- 
надцатое уравнен1е, выражающее неизменность 11нерг]и "), т. е. — од- 
ноИ только кинетической энерГ1И, ибо потенп1альная энерг1а для 
твердыхъ тЪлъ, не действуюшихъ другъ на друга во все время дви- 
жен1я, равна по § 45 нулю. Припоминая выражение кинетической 

*) Неизменность количества движен1н обоихъ гВлъ и момента виражастея, 
вакт, легко видЪть, предыдущими уравнен1яии. 
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энерпи твердаго тВла (225) и полагая приращение кинетической 
энерг1н обоихъ т^лъ равнымъ нулю, мы получаеиъ: 

^ М\{и,' - п-') + (0,= - о') + (га/ - т')] 
-Г-Ж'' 'ц,'^ — и'^) -н (п^'^ — 0'^) -г (га,'* — п)'')| 

Уравнеиш (408) можно дать еще другой видъ, выражая на основа- 
нш (121)' (§ 33) приращен1е кинетической энерГ1и съ помощ1ю ра- 
йоты импульса. Такъ какъ пмпульсъ ^ прпложенъ къ одной точкЪ. 
то сунмован1е въ ур. (121)' должно быть опущено. Называя че^ 
резъ и, V, ■№, г*„ V^, го^ слагающ1Я скорости до и поел* удара точ- 
ки соприкосновен1Я перваго тЬла и черезъ тЪже буквы со значками — 
скорости точки соарикосновен1я втораго тЪла, мы будеиъ имЪть, 
определивши по (121)' работы импульса ьТ", д^йствующаго на первое 
тЬю, и такого-же импульса /, д'ЬЙствующаго на второе т^ло: 



^, 1-Чг- -^ "' --.;— + " -'■ -.7— 



' -2-- + » -у- ,!-<'• 



(409) 



или такъ какъ на основан1и (1УЬ} (§ 45): 

>,1 =•- ц + »•)) — 5Е; 1 и '•■■ п., 

и^=и1-\-г^ц — З!?! и т. п., 

г('^=и' + г'г/ — ^'!^, II т. п., 

то уравнек1е (409) мижетъ быть представлено въ вид*: 

г [и, + и ^ ч (1-, + ') - с Й! + «)| 

- '«["х + " + : 0'1 +11)~1 (>■, 4 г)] 

т «[ГО. + Ю + и^. + ^-'Дй+й! (410) 

+ г'[и,| + и' + г;сг,ч-/')-5Ч5,'+?')] 

^».'[0/ + 1)' + ;'(Л'+У)^?('-,'"( г'11 

+ »'[п),ч- п)'+ 1Хь'+ «') ~ ч'(л'+р')1 = «*) ■ 

*) Уравнения (409) и С410^ можно непосродственно получить мзъ (408), на 
основании урр. (403)— (406). 
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Обозначая черезъ Уи У^, для перваго тЕла до и послЬ удара. 
проложен1Я скорости точки соприкосновеН1я на направлен1е нориали 
къ поверхности тЬла въ той-же точк1;, а черезъ V' а К^'— подоб- 
ныя-же скорости по тому-же самому направлен1ю для втораго т1ла, мы 
будеиъ ииЪть: 

1и -|- то -р игр =^ ^^ V 
1'и'-\-т'«'-^п>го<:^т- V п. т. д., 
БСл4дстЕ1е чего ур. (410) дасть: 

V— Г^-1Г,~ 7,'), (411) 

откуда видимъ, что относительная скорость точекъ соприкосновен1я 
по нормали сохраняетъ свою величину посдЪ удара, по м'Ьняетъ при 
зтомъ свой знакъ. 



Если соударяющ1яся иатер1альныа системы не обладаютъ свой- 
ствами абсолютно твердыхъ т'Елъ, т. е. не представляются неизме- 
няемыми, то вообще вс'Б вышенриведенныя уравнения перестаютъ 
нм1ть значен1е, и5о ими не будутъ уже выражаться законы сохранен1Я 
количества движения, его момента и сохранен1я энерг1и; а движен1я си- 
стемъ не будутъ состоять только изъ поступательныхъ и вращатель- 
ныхъ. Въ частныхъ случаяхъ однако нЬкоторыя изъ прежнихъ урав- 
нений могутъ сохранять свои значения. 

Урр. (403) и соответственно (405) всегда будутъ им-Ьть зпа- 
чен1е, если подъ скоростями и, и' и т, д. мы будемъ подразумевать 
строго скорости центра инсрц1и, а не той материальной точки, ко- 
торая совпадала центромъ инерц1и системы до удара. Оба упомяну- 
тыя П0НЯТ1Н однозначны въ случаЬ неизменяемой системы, когда 
иентръ инерц!И не измЬняетъ своего положен1я относительно различ- 
ныхъ частей системы, но д'Ьлаются различными, когда части системы 
подвижны. Однако можетъ случиться, что поел* перем'Ёщея1й, выз- 
ванныхъ ударомъ, центръ инерц1И претерпевшей ударъ системы не 
изм*нптъ своего положен1я относительно ея частей. Тогда урр. (403) 
и (405) будутъ иметь силу въ томъ-же значен1И, кавъ для твердаго 
тела", т. е. скорости и, о, и т. д. будутъ относиться къ одной и 
той-же матер!альпой точке системы до и после удара. 

Подобнымъ-же образомъ урр. (404) и (406) только тогда мо- 
гутъ быть применены къ теламъ, деформирующимся при ударе, когда 
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моментъ колпчествъ движен1Й, ооусловливаелый всякими другими пе- 
ремйщетямп частей т1Ьлъ, вронЪ иоступательныхъ и кращатедьныхъ, 
для каждаго т1;ла определится равнымъ кулв! до п иослЪ удара. 

Что касается до уравН4!н1я (40Ь), то оно ни въ какомъ слу- 
чае не выразнтъ непзм'Ьнность энерг1н, если только поел* удара бу- 
дутъ им^ть М'Ьсто нныя новыя двпжен1н, сверхъ иоступательныхъ и 
вращательныхъ, ибо велвчпна нинетической энергп! этихъ дв11жен1В, 
выражаясь суммою существенно положнтельныхъ членовъ, можетъ 
быть равна нулю и не 11и1^ть [1Л1ян1я въ ур. (408), только когда 
каждый членъ суммы равенъ нулю, т. е. когда каждая нзъ лишннхъ 
скоростей каждой точки равна нулю. 11такъ, чтобы вычислить дМ- 
ствительныя величины кинетической энерГ1И до и послЬ удара, нуж- 
но инать скорости частей ударяющихся т'кчъ относительно другъ 
друга для каждаго т'Ёла. Но вычислить упомннутыя относительный 
скорости мы можеиъ только тогда, когда намъ извЪстенъ вполн-Ь 
механизмъ скр1нлен1л частей даннаго т1;ла друп. съ другомъ, что 
не всегда имТьетъ мйсто. Тгмъ не мекЪе на основан)» н'1;воторыхъ 
онытовъ мы ыожелъ сд111лать заключен1е, если не о механизме 
строен1я ударяюшихса тЪлъ, то о соотнои1ен1и между величинами 
ихъ видимой кинетической энерг1и до и посл}1 удара. Именно, еще 
Ньютоиъ наблюдалъ измЪнен1е скоростей при ударЪ тЬлъ неабсолют- 
ной твердости, и нашелъ, что относительный скорости шаровъ изъ 
различнаго матер1ала при центральнояъ ударЪ не остаются однЪ и 
тЪже по вел1ГчинЬ до и носл-Ь удара, но для шаровъ изъ одного и 
того-же матер1ала сохраняютъ однако другъ къ другу постоянное от- 
ношен1е. Поздн1йш1я набл1оден1я подтвердили это заключение Ньютона: 
такъ, для шаровъ изъ прессованоп шерсти уиеньшсн1е величины от- 

5 

иоснтельной скорости поел* удара найдено въ д разъ, для жел'Ьза — 
почти тоже самое, для стекла — въ ^^ разъ. Перенося упомянутое 
опытное заключение на относптельныя скорости по нормалямъ точекъ 
сонрикосновен!я ударяющихся тЪлъ, н называя черезъ е корффиц1ентъ 
умены11еН1н этой скорости (коефф11Ц1ентъ ьозстановлен1а), 
при чеиъ всегда е<1, мы можемъ заменить для случая неабсолют- 
но твердыхъ тЪлъ ур, (411) слЪдующимъ; 

е(Г- 7'') = _(Г,- 17), (413) 

вследствие чего урр. (409) и (410) должны быть изменены, и всЪ 
величины, который въ пихъ относятся ко времени до удара, долж[[ы 
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быть помножены на е; т. е. величины: и, XI . . .р,^ . . .\1\ и'. . . р', д' и 
т. д. должны быть заменены черезъ: ей, ео. , . е^), ед. . . и т. д. 

Если е=0, т. е. если слагаюЩ1н скорости точекъ соприкоснове!пя 
по общей нормали делаются посл-Ь удара одинаковыми, то тЪла на- 
зываются абсолютно мягкими. Предиоложинъ, что два мягв1я т'Ь^^а, 
столкнувшись, измЪнили свои прежн1я поступательный и угловыя 
скорости V.. . .р . ..хк'.. .р'. .. на скорости м^. . .р^. . .щ'.. .р^'. . .; 
тогда, какъ выше сказано, соотношеп1л между скоростями до и по- 
ели удара опред11ляются урр. (403)— (406), и кроя-Ь того — слЪдую- 
щ;1иъ уравне1пемъ, которое получается введен1евъ въ ур. (410) мно- 
жителя е =: 0: 

1(п^ -г "^'Ч ■ - С*! ) "Г "' (^"1 -г 4-1*1 — ^»'.) 
+ п (То, + ^^^ - г^,) 

+ /Чи.'-ьг/г/^^'з',) + т'(.»/--;'г^' -^>,') (413) 

Изъ тринадцати урр. (403)— (406), (413) определится, кром11 две- 
надцати величинъ, относящихся къ скоростямъ, еще величина импуль- 
са ^. Найдя эту последнюю величину, предположимъ, что на каждое 
взъ ударившихся тЁлъ непосредственно посдЪ мягкаго удара нодЪЙ- 
«ТЕОвалъ имнульсъ е^, приложенный къ ихъ соприкасающимся точкаиъ 
также, какъ прежде ^. ВслЪдствЬе такого импульса скорости 111 . . ._р1 . . . 
\Х1...р-1' обратятся въ щ. .р^. . .и^'.-.р^'. . . , нрп чемъ, такъ какъ 
величины и моментъ импульса кзн*ряютъ величину и монентъ при- 
ращения количества дв11жен1я, вы будемъ имЪть слЪдующ1я соотношения 
между величинами , и ^1 

е.Л=М(П^--П^) , С'Тт =М(У}.^ — О,] , е^п ^-М{т.^ ~ ТО,), 
е!7"(ж^— И1^) = ^^■^(^^^ — ^),") , 

и подобныя-же уравнен1я для другаго тЪла. Складывая урр. (414) и 

имъ подобный съ соотвЪтетвушщини урр, (403) — (406), мы находимъ; 

(1 + е) Л = М{П^ ~ и) , (1 + е)^т^ Ж(0, — С) , 

(1 + е)^« = ЖСго, — та), 

(1 Ч- е}Л (т;;— пт^) = Н^ (р^ — р) , 

(1 + е) ^тС«^ - 7;) = Я, (^, - д) , (415) 

(1 + е) ^п 1Щ —т^) = Н, (г, - г) , 
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и подо5ния-же уравиеН1я для втораго тЬ.г,\. КромЬ того нзъ т'Ьхъ- 
же урр. (414), (403)— (406) мы находимъ, что 

' ' ' ' ^ ' ^ ' ' ■ ^ (416) 

-' (Р,—Р) ^-/}-~Р^ ^ 'М^1 — 5) --= '1г —1х •. "Лг^— г)=-^г, — *-, , 
И подобныя-же уравнен1я для втораго тЬжа. Изъ урр. (416) и имъ 
подобныхъ мы подучаемъ, на основан1и ур. (413), нзъ вотораго 
искжючивъ БСЬ величины со значками ^ внизу: 

I [Щ -н ей -м; (г^ -1- еп ~ ; (Зз -^ е</)] 

- т [1)2 + еС + с (р, + ер) — : (^-^ т ег)] 

-.- и[\% -^то ~\-^^^^^ -+- Щ)—-Г1{2}^ — ер~1\ (417) 

- г'[и;-^- ец' + 1^' (г,' ч- ег') — ;■ {^.^ -г- Ч')] 
-ш [О,; - й1)' - |;'0^ ^ ер') - а' (/■,' ^ ^^')] 

-г и' [т^ -г его' + ;' (2^' + с^') — I]' {р■^-^-ер■)] = (>. 
Урапнен1е (417) есть ничто иное, какъ услов1е (412), въ кото- 
ромъ соетоянш т-Ьлъ послЪ удара соотв^тствуетъ теперь еостоян1е 
поел* втораго импульса е^. Другими словами, еоли-бы разсматри- 
ваемыя т'Ьла не 5ыли абсолютно мягкими, то поелЬ удара другъ о 
друга они пр10бр'Ьли-бы так1Я-же скорости, как1я они пр1о5р'Ьтаютъ, 
будучи абсолютно мягкими, отт. совм*стнаго д'Ьйств1я удара и доба- 
вочнаго ивпульса е^. Такимъ образомъ, д'ЬНств!е удара при столкно- 
веН1и неабсолютно твердыхъ тЪлъ мы можекъ представить себ* рас- 
падающимся на два безконечно малые, непосредственно другъ за 
другомъ слЬдующ1е пер1оды: вт, первомъ пер^одТ. тЪла сдавливаютъ 
другъ друга съ силою импульса /; при этоиъ очевидно они деформиру- 
ются, и относительная скорость- лхъ точекъ сопрякосновен1я уиень- 
шаетси до нуля; въ результате пр1 обретается ими такое движен1е 
(или импульсъ къ такому движенш), какъ будто-бы они были абсо- 
лютно мягкими; но это пр1обрЬтенное движе1ае не остается за ними, 
а тотчасъ-же М'Ьняется во второмъ пер10Д'Ь удара, когда т^ла, воз- 
вращаясь къ своему прежнему виду подъ д-Ьйств1емъ упругихъ силъ, 
вызванныхъ деформащею, продолжаютъ давить другъ на друга съ 
силою менынаго импульса е^, при чемъ относительная скорость ихъ 
точекъ сопривосновени продол жаетъ убывать, принимая значен1я 
меньшая нуля, т. е. иначе— воарастаетъ, переаЬнивщи знакъ; это из- 
менвН1е скорости продолжается до т'ёхъ поръ, пока она не приметъ 
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величину е-кратную первоначальной скорости, но съ обратными зна- 
комъ. Въ чаетномъ случае, когда е=1, тЪла давать другъ на дру- 
га также во второиъ нерюл!; удара, вакъ и въ первомъ, и ихъ точ- 
ки со!1рикосновен1я нр10Г)ргтаютъ навонецъ первоначальную относи- 
тельную скорость, но только съ обратнымъ анаволъ. Тав1я тЬла на- 
зываются абсолютно у пру г или и результатъ ихъ соударен1я оче- 
видно тотъ-жу, кавъ II абсолютно твердыхъ т-Ьлъ, Абсолютно упру- 
Г1Н тЪла хотя и деформируются во время удара; но кавъ до него, 
такъ и послЬ, точки ихъ НС отличаются никакими иныии своростя- 
ми кромЬ такнхъ. как1я евойственны абсолютно твердымъ т1;ламъ; 
отсюда и тождество посл'&дств1Й удара. Вообще как1а-()ы ни сталки- 
вались системы и какини-бы скоростями ихъ яатер1адь[|ыя точки не 
«бладалп, результатъ ихъ столкновеи1Я будетъ очевидно тотъ-же са- 
мый, какъ абсолютно твердыхъ т'Ьлъ, если при ударЪ не изменится 
относительное движен1е точекъ важдаго тЬла отдельно, и ударный 
пмпульсъ будетъ имЪть вл1ЯК1е только иа поступательный и вращатель- 
ный движен1Я '). Въ иныхъ случаяхъ упомянутын Бнутренн1л двн- 
жен1я иодлежатъ вычислен!ю и пзм11ренш, какъ наприм'Ьръ, при от- 
Носительномъ перем'Ьщен1п частей упрутихъ пли жидкихъ тЪлъ: въ 
другнхъ случаяхъ не представляется доетаточЕЮ данпыхъ для ихъ 
<)пред*лен1я; но тЪнъ не иен'Ье и тогда ихъ еуществован1е не подле- 
житъ солнЬн1ю, если коеффиц1ентъ е при удар* отличенъ отъ единицы, 
ибо въ такомъ случаЪ существующая убыль вннетической энерг1и 
виднмаго движен1я должна по завону сохранен1я эиерг1и пополниться 
или кинетическою энерг1ею новаго какого-либо движен1я, положимъ 
для насъ непосредственно и незамЪтнаго, или приращен1емъ потен- 
ц1альноЙ энерГ1и, которое опять впосл'Ьдств!» можетъ превратиться 
въ кинетическую энерпею. Наблюдая, что при ударЪ неабсолютно 
твердыхъ и упругихъ тЪлъ убыль кинетической энерг1и виднмаго 
двнжен1я всегда сопровождается ихъ нагр11ван1емъ, и иритомъ — всег- 

") некоторые авторы, вакъ Рогазоа п РошаоЦ допуская возиожиость сохра- 
нения зОсолютноЙ величины относительной скорости точекъ с опрнк ос новеш я толь- 
ко при удар* абсолютно упругихъ гЕлъ, считаютъ вопросъ объ ударь абсолют- 
но твердыхъ т*лъ неопред Ьленныиъ, ибо не обращаютъ внииан1и ва необходи- 
мость прнложен1я къ этому случаю закона сохранен1я энерг1п. Шва настоящее 
сочинен1е приготовлялось къ печати, въ Кгевскпхъ Унив. Изв*ст1яхъ (Лг 1, № 3, 
1883 г.) появились статьи Ф. и Н. Мацонъ, въ воторыхъ высказываются тЪже, 
н-Бсколько отличные огъ общепринятыхъ, взгляды на ударъ абсолютно твердыхъ 
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да къ опредЕленномъ отпош1^1П11 къ убыли энер11и, мы приходияъ 
къ заключенш ойъ эквива1енц1и тепла и энерг111, къ представлен!» 
о теяловомъ состояни!, какъ о состоянш движения, о ченъ будсмъ 
нм'Гль случай при дальнЪйшеи'ь изложен!» говорить нодроОнЪе. 

Ударъ твердаго тЪла объ аосолштно неподвижную поверхность 
представляетъ частный случая удара дкух'ь твердыхъ тЬлъ. Действи- 
тельно, )1Ы можеиъ представить себь данную неподвижную поверх- 
ность, кавъ границу н'Екотораго твердаго тЬла безконечно большой 
массы, которое до удара находится въ покоЬ и съ которынъ стал- 
кивается другое тЪло конечной массы. Къ такому случаю будутъ при- 
лошпмы урр. (403)— -(406), въ которыхъ должно массу одного изъ 
тЪлъ, положймъ вгораго, и слЬдовательно его моменты инерц1И при- 
нять безконечно большими. Но размеры втораго тЕла нЬтъ надобно- 
сти при этолъ предполагать безконечными. Такъ какъ первое тЪло 
конечной массы получаетъ по предположеН1ю конечный иа)1Ьнен1я 
своей скорости, то величины импульса ^ и его момента должны 
остаться конечными. Следовательно, д4ля правый и лЪвыя части урр. 
(405), (40б) соответственно на безконечно больш1я величины Л', 
Н^\ Я^\ Н^, мы получимъ въ л'Ьвыхъ частяхъ безконечно малыя 
величины, и пр1Йдеиъ къ заключен1ю, что 

и/ — и' --= о/ — в' ^ го/ — то' =р^ ~р' = ^^' — д' -. г^' ~ г< =-. о , 
т. е. что, второе тЪло не изнЬнитъ своего движен1Я, и останется 
въ покое после удара, если было въ таковомъ до удара. Следова- 
тельно, если масса одного изъ сталкивающихся тЬлъ безконечно ве- 
лика, то это тело, будучи неподвижно, производитъ во время удара 
действ1е неизменяемой преграды. Такимъ образомъ, въ случае удара 
твердаго тела о неподвижную поверхность семь подлежашихъ опре- 
делен1Ю величинъ: и,, ^1, го^, ^)1, </], ^^,^, найдутся изъ шести урр. 
(403) и (404), къ которымъ должно быть присоединено еще ур. 
(411), обращающееся при данномъ случае, когда "Г'="Г/=0, въ 

или (41 &) 

откуда видинъ, что скорость точки соприкосновен1я, перпендикуляр- 
}1эя къ пеподгнжной поверхностп, после удара и^иеняетъ свое на- 
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правлен!^ въ прямо противоположное, сохраняя прежнюю абсолютную 
величину . 

Пусть 5|5^ будвтъ сл'Ьдъ алеиента поверхности, о который уда- 
ряется тио (рис. В'2), АВ — направле1йе и величина скорости точки 
соприкосноЕен1я. Разлагая эту скорость на двЪ: нормальную Л-У и 
тангенциальную Л2\ и замечая, что по ур. (418) 
первая ИЗМЕНИТСЯ послЪ удара въ прямо проти- 
воположную и равную Л^V"^, а вторая останется 
__ прежнею, мы нолучпмъ величину и напраЕлен1е 
скорости точки соприкосновен1я посл'Ь удара, 
представленную лпн1ей ЛВ^, лежащею въ одной 
плоскости съ нормалью -^''^^V, при чемъ уголъ 
" ^ N^ЛВ, равенъ углу ХЛВ. 

^'"'^' ^'' Еслп нормаль въ точк^ касан1я проходлтъ 

черезъ центръ пнерц1и ударяющагося т1.ла, то уравн. (418) инЪетъ 
также мЪсто и для скорости центра инерц1и, которая нредставляетъ 
собою въ тоже время поступательную скорость точекъ тЪла. Сл'Ьдо- 
довательно, въ такомъ случа* мы лриходннъ тоже къ заключен!», 
что поступательныя скорости до и посл^ удара будутъ лежать въ 
одной плоскости съ нормалью и образовать равные углы съ обоими 
противоположными другъ другу направлен1ями по этой послЕдней. 
Плоскости, въ которыхъ лежатъ скорости до и послЪ удара, и нор- 
маль, называются плоскостями паден1Я и отражен! я; соответ- 
ственные углы съ нормалью— углами падения и отраженья. 
Итакъ, для точки соприкосновен1я всегда плоскости 
паден1Я и отражен1Я совпадаютъ другъ съ другомъ, а 
углы падения и отраженья равны другъ другу. Для по- 
ступательныхъ скоростей тотъ-же самый законъ будетъ им'Ьть м*сто, 
только когда нормаль проходитъ черезъ центръ инерцпг, но при этомъ 
плоскость отражен1Я поступательной скорости вообще ионечно не 
совпадетъ съ плоскостью отраженна скорости точки касанья. 

Въ случа'Ь неабсолютно упругаго тЪла ^.N-1 = еА]^ (рис. 82); 
но такъ какъ все таки N^I^^^^^^, то 

1^Х^АБ^~'ЛА- ^,А~е' ^ ' 

Т. е. въ такомъ случае плоскости паденья ы отражен1я совпадаютъ, 
и тангенсы угловъ наяенья и отраженья находятся въ'яостоянномъ от- 
ношени!. 
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Наконец'ь легко видЬть, что при ударЬ абсолютно твердаго т'!;- 
ла о неизи'Ьнкую поверхность его в к не тич ее к и я эне])г1я не изме- 
няется, ибо работа импульса / равна нулю, какъ это видно нзъ вто- 
раго ур. (41У}, котораго л-Ьвая часть, умножеилан на -^ ^, нредста- 
вляет'ь работу импульса. Величина геометрической суммы количествъ 
двг|жен1я и ихъ моиентъ очевидно въ данномъ случае получаютъ 
приращения, слага10Щ1я которыхъ и о нредЬ лаются непосредственно 
уравнен1ями (40Ь), (404). Наоборотъ урр. (403). (404), (418) но- 
гутъ быть выведены непосредственно, незавпснно отъ р'Ьшен1я во- 
проса объ ударь двухъ т-Ьлъ, если мы обратплъ внинан1е на то, что 
нензиЪнная поверхность должна представлять сопротивлен1е всякой сн- 
л!) действующей къ ней перпендикулярно, и что ударъ не пзмЬняеп. 
энерг1ю сие тепы. 

Для примера вычислимъ скорости поел!; удара въ томъ случае, 
когда нормаль въ точке сопрнкосковен1Я двухъ соударяющихся тЪлъ 
проходитъ черезъ ихъ центры инерц1и. Выберемъ координаты такъ, 
чтобы одна изъ осей, положниъ ось ж-овъ, совпадала съ нормалью 
въ точке еоприкосновеН1)г. Эти оси вообще не будутъ параллельны 
главнымъ центральньшъ осямъ инерн1и того или другаго тела; ио 
въ случае однородныхъ шаровъ, такая параллельность будете всегда 
иметь место, ибо для однороднаго шара моменты »нерц1и одинаковы 
относительно всЬхъ осей проходящихъ черезъ его центръ. Кроме 
того пусть обе системы воординатъ, къ которымъ относятся урр. 
(403) — (406). будутъ параллельны друге другу, и ось ж-овъ одной 
системы служитъ продолжентемъ той-же осп другой. Въ такомъ слу- 
чае мы должны въ упомянутыхъ уравнен1яхъ принять: 
1---Л, «! — н г -: «/ =т- п^^-'-О , ?' ^ — 1 , г, =^ :; = -^ =3 ;' = Й , 
вследств1е чего получаеиъ: 

1 л / /1 ^ I у^ 

■ У/— 0'=^ га;— т'=--р^<—р'=г. ^^^~ ^^=-. »■/— »■'== о , 
т. е. известный уже результате, что угловыя скорости и поступа- 
тельныя сворости, перпендикулярныя въ нормали, не изменяются уда- 
роме. Кроме того первыя изъ урр. (403) и (405) дацутъ; 

М{\\^ — и| = —Ж' (и/ — и'), (-12!) 
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а ур. (412) дастъ: 

(^ (^и — Ц':1 = -- (Ц! — и/) . (422) 

Изъ атихъ цвухъ уравнен1й получаемъ: 

зги + ЗГ'и' -- гЖЧи — ц') 






(423) 



' " Ж-\-М' " """" ■ 

Если М^М\ и е = 1, то 

и, ^ и', и/= и ; (424) 

т. с, Т[1Ла 011М'ЬНИВа!0ТСЯ СВОВИН СКОрОСТ!1М11. 

Полнын результирующ1Я скорости послТ. удара мы найдемъ, скла- 
дывая пайдснныа въ урр. (423) съ оставшимися неизм^ннынп споро- 
стями и, П),для одного тЬла, ив', го', для другаго. 



ОГ^ратнися теперь къ случаю, когда сталкиваются несколько 
тТ.лъ, при чемъ каждыя два т11ла ударяются другъ о друга вообще 
Н'Ёскольвими точками. Тогда на каждое взъ т'Ьлъ 5удетъ действовать 
во вреия удара столько различныхъ импульсовъ, сколько есть то- 
чекъ, которыми это т'Ьло соприкасается съ другими. Число различ- 
ныхъ импульсовъ, д'ЬЙствутщихъ на всЬ т'Ьла, будетъ равно удвоен- 
ному числу всЬхъ о5щихъ точскъ сопр!1КОСНОпен1я, при чемъ эти 
импульсы 11удутъ попарно равны и противоположны другъ другу, 
направлнясь по нориалянъ пъ точках!. сопр11КОС1101!е111я. Такимъ обра- 
зомъ, выбирая для кэждаго т1;ла оси коордипатъ по главнымъ Ц(М1- 
трэльнынъ осялъ ипер»1", мы 5удем'1> прежде всего И11|1".ть для каж- 
даго тела слйдующ1я урапиеп1я, иодобныя (403) и (404): 

1,Л^31{и, — Ц) . ^т--г- М{V^~V), 1.^н -^ Ж(та, — ГО) (425) 
К-7(т^— «I) I ^ Л; (ру — р) , 
^1(п1 -1с)=^- Я, (^^ - ^) , (426) 

при чемъ суммы берутся по различнымъ точкаиъ соприкосновев1Я 
т111ла съ другими телами, и, для кэждаго члена суммы, будутъ соот- 
ветственно различны величины импульсовъ, координатъ точки сопри- 
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ког.нов('н1л и коеииусовъ угловъ нормали съ опялп кооряинатъ. Вч. 
каждую изъ такихъ системъ шести уравненШ, кролг'Ь шести соотвЬт- 
ствующихъ нензв'Ьстныхъ и,, о,, ТО, ^'1, Зп ^'п войдутъ еще неизв'Ьст- 
ные импульсы, которые останутся во всЬхъ системахъ урэЕвен1Й 
неопредЬленныии, н могутъ быть произвольными, въ чпсл11, равномъ 
количеству оЙщихъ точекъ соприкосновенти соударяющихся ' другъ 
съ другомъ т'Ьлъ. Но на основанп! закона сохранен1я энерг1н ра- 
бота вс11хъ импульсовъ должна ')ыть равна нулю, и1по импульсы, ка- 
кой-бы величины они ни Ныли, попарно равны и противоположны 
другъ другу; поэтому мы будемъ нм'Кть еще услов1е, подобное (409): 

2^{г («1 + «) -I' V («/ + и') + т {V, -V V) + т' {V,' + .') 

■4- п (№, 4- гв] -I- и' (ж/ 4- гг}} =з О , ,^.^^-. 

ИЛИ 

гдЪ каждый член!, суммы относится къ соотв1^тствующей точкЬ со- 
прикосновен1я двухъ т-Ьлъ. Для различныхъ точекъ соприкосновен1я 
величины, ВХ0ДЯШ1Я подъ знакъ суммы въ л-Ьвой части ур. (427), 
будутъ вообще различны нсзависиио отъ того, принаддежатъ-ли различ- 
ный точки соприкосновен1Я, къ которымъ эти члены относятся, одной 
и той-же пар! тЪлъ, или разныиъ парамъ. Такъ какъ условие (427) 
должно удовлетворяться. каК1Я-11Ы пи были величины различннхъ 
икпульсовъ, то мы заключаемъ, что множители при разлнчныхъ про- 
извольныхъ пока величинахъ ^ должны независимо другъ отъ друга 
обращаться въ нули, всл4дств1е чего получаемъ рядъ уравнен1й вида 

V— К' = — (Г, - ^1-), (^28) 

число которыхъ будетъ равно числу точекъ сопр«косновен1я, т. е, чи- 
слу оставшихся неопред1\ленннми велвчинъ импульсовъ. Такииъ о5- 
разомъ, системы уравнен1й, вида (425), (426), (428), определять всЬ 
кеизв^стныя величины, необходимый для р-Ьшеп1а разбнраемаго во- 
проса. 

Къ тону-же результату мы прШдемъ, если примемъ, что вс-Ь 
удары совершаются не одновременно, но въ безьонечно быстрой по- 
следовательности, одинъ за другииъ, черезъ безконечно малые про- 
метутки времени. Такъ, мы предположимъ, что первое тЬло спер- 
ва ударяется одною своею точкою объ одно т^ло: зат'Ьмъ дру- 
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гою — о другое тЬло, или о тоже самое; затЪиъ послЪдовамльно 
объ остальныя; каконецъ, можетъ быть снова несколько разъ— о т-Ь- 
же самыя т4ла, въ прежкемъ или иномъ какомъ порядке, к такъ да- 
л'Ье; тоже самое относительно другвхъ т-Ьлъ до тЪхъ иоръ, пока они 
пр10бр'Ьтутъ окоичательныя скорости, обусловливающ1я разъединен1е 
соприкасавшихся алементовъ. Въ такомъ случаЪ очевидно, каждый 
изъ ивпульсоЕъ ^ будетъ слагаться изъ опредгленнаго числа мевь- 
шихъ иыпульсовъ но тому-же саиону направлен1ю, и въ наши урав- 
нен1я воИдетъ такое-же число отд'Ьльпыхъ неизв-Ьстныхъ суниъ, 
сколько прежде было нензвЪстныхъ импульсовъ ^\ ио очевидно так- 
же, 4Т0 ИИ одно изъ отд'Ёльныхъ слагаемыхъ каждой суммы не явится 
въ упомянутыхъ уравнен1яхъ множителемъ или д4лителемъ врознь 
отъ другихъ слагаеиыхъ той-же суммы; следовательно, введеН1евъ 
бйльшаго числа иослЪдовательныхъ импульсовъ число неизвестныхъ. 
подлежащихъ исключен1ю изъ нашихъ уравношЯ для опред*лен1Я 
искомыхъ окончательныхъ скоростей, не увеличится, и5о исключать' 
ся будутъ не отдельные вновь введенные импульсы, но ихъ суммы 
въ ЧИСЛ11 равномъ количеству общихъ точекъ соприкосновешя. 

Для примЪра представнмъ себ'Ь рядъ т11лъ, центры 11нерц1и ко- 
торыхъ расположены на одной прямой, и притомъ такъ, что эта пря 
мая совпадаетъ со всЬми нормалями въ точкахъ соприкосновен1я 
упомянутыхъ т11лъ. Пусть два краЙН1Я Т'Ьла ряда обладаштъ посту- 
пательными скоростями и и и'"'; а промежуточный п — 1 т-Ьлъ до 
удара находятся въ поко*, или вообще обладаштъ поступательными 
скоростями, перпендикулярными къ общей нормали, и угловыми 
скоростями, при чем'ь скорости того и другаго рода отъ удара не 
изменяется. Если выберемъ оси координатъ, какъ въ первомъ прими- 
р'Ь, то импульсы, дЪЙству101ц1е па наши т1;ла, должны быть обозна- 
чены сл^дующииъ образомъ: на первое т*ло: ^\ на второе; ^', ^", 
на третье: ^^\ ^''', и т. д. на предпослйднее: ^'^'~^^ ^'"' и на по- 
следнее: ^'Ч Зат'Вмъ урр. (425) и нмъ подобный дадугъ: 

^' = М(а, ~ и), ^^^~^^ = N^а' ^^^^ — ^^^ = М%'< 

' (429) 

Точно также изъ урр- (428) и подобныхъ имъ получимъ: 

— ^ (и — и' ) ^- и, — и,' . — в(р — и") ^-- ц^' ~ и/', 
— (-(и'"— и")=--и/'— и/" , — е(и'"'-ч— и<"*) = и/"-'>— и,'"», 
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360 Глава III. В) Кинктика твердаго ть,1л, ^ Ы. 

и зам'Бчйя, что координаты ^, »], ^, кроиЪ ус.10В1л (441|, до.г.1;11ы удо- 
влетворять уравнент илог-нос.тн соприко('новр|]|я: 

1^ -\ пщ -{- п^-" Л, (443) 

гд1; Ь есть раусто;1111г. этой плоскости отъ на'1а,ча координат!, (срави. 
(115), § \Ъ), ты каходишъ, помножал ур. (443) нл неонредгленный 
множитель X и складывая его съ ур. (441), что В'ь нолучаемомъ 
такимъ обраломъ уравнен!!!, 

{А -|-л/);-;-(Ь'-1 'кт]г^-{- {С + Хп)^ -р Т> - ),Л г.- Л, (М4) 
мы можемъ раз сматривать, вс.л11Д|;тв1е неоиред'Ьлеиносли "Л, величи- 
ны \, )) и ;;, какъ совершенно произвольный. Поэтому ур. (444) 
должно распадаться на четыре слЪдую1Ц1я: 

Л -{ 'к1 --- ■ О , В \ Ъп -О. С^Ь1.---0, Т)-У1...-.0. (445) 
Кром!; того, на огноваи!!! (441:}), ии'Ьелъ еще: 

/^^^ г Ъп-Тт, -{ и'^^1:;--11:^.1. (446) 

Восемь ураБ(1сн1П (440), (445), (440), вя'Ьст!'. съ двЬкадцатью урш!- 
неН1Яии (435) — (438), виолн!; достаточны для опред1;лен1я двенад- 
цати иекомыхъ иосл'Рударныхг скоростей, семи сунмъ (438)' и мно- 
жителя X. 

Найди суммы (4:)8)', мы можемъ задаться вонросолъ о пахож- 
ден1н распред-Бл<м11я инпульсовъ по элеиентамт. плоскости соприво- 
гновен1Я. Р'Ьи1о.н1е этого вопроса совершенно тождестпепно съ во- 
иросоиъ о расиред'Ёлен1и давлений, разобраннымъ въ § 43: поэтому 
мы зд-Ёсь ие будслъ на исмъ останавливаться. 
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